
Numerische Modellierung von Stromungen

und Salzausbreitung in Astuarien

Von Karsten Fischer

Zusammenfassung

Es wird ein numerisches Modell far Stramungen und Salzausbreitung in Astuarien vor-

gestellt, wobei ein klassisches Verfahren zur L6sung der Beivegungsgleichungen und ein

neues Verfahren zur L6sung der Transportgleichung angewandt werden. Die Auswirkungen
der baroklinen Krdfle (weldze durch Dichreuncerschiede verursacht werden) auf die Stra-

mungen werden in einem zweidimensionalen x-z-Modell untersuchr, und es wird eine gute
Obereinstimmung zwischen numerischer Lisung, exakter L ung und experimentellen Er-

gebnissen fur den Fall einer stationdren Saizzunge gefunden; auBerdem wird eine statio-

nire Strumungsverreilung fur ein durchmischres Astuar bet·edinet.

Summary

A n*merkal model for calc,dating #ow velocities and salt dispersion in este,aries is

presented, combining a classical solwtion scheme foy the dynamic equations gitb a new

solution sdieme Loy tbe transport equation. The effects of baroctinic forces (caased by
density differences) on the dynamics are studied in a two-dimensional kz model, and a good
comparison joi*nd between numerical solwtion, exact solution Knd experimental yes:*lts iw
a stationary salt wedge: fw,-tbe,-more, a stationary soli,tion for the fow in a well-mixed

estuary is calculated.
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1.Einfulirung

In der Brackwasserzone von Astuarien werden die Vertikalprofile der Strtimungs-
geschwindigkeit im allgemeinen stark beeinflu£t durch die barokiinen Kr fte, so daB

am Boden eine stromauf gerichtete Gegenstr8mung entsteht. Solche Gegenstromungen
treten nicht nur bei geschichteter Strilmung auf, sondern auch in durchmischten Astuarien

(IPPEN, 1966, I<ap. 13), und sie k6nnen groBe wasserbauliche Probleme hervorbringen,
wie z. B. Gebiete starker Versandung oder Eindringen von Salzwasser. Sie sind eine

direkte Folge der Einleitung von Sufwasserflussen in das salzhaltige Meer.

Fur die modellmb:Bige Bearbeitung derartiger Str6mungsverhiltnisse gibs es zwei

M6glichkeiten: a) das hydraulische Modell mit variabler Dichte (Satz-SuBwasser, WRrme)
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und b) das mathematische Mo(tell mit vertikater Strukturierung. In der vorliegenden
Arbeit wird fur das mathematische Modell die Frage untersucht, wie gut die baroklinen

Wediselwirkungen mittels numerischer Verfahren wiedergegeben werden. Als Testbeispiel
wird das Salzzungenproblem behandelt, weil hierbei die baroklinen Kriifte mafigeblich
und analytische Vergleichsldsungen m6glich sind. Hydraulische Modelluntersuchungen von

Salzzungen (IppEN, 1966, Kap. 11) haben gute Erfolge gezeigt, wihrend mathematische

Behandlungen iiberwiegend analyrische Ergebnisse fur stark vereinfachte Problemstellun-

gen (Stationarit t, geometrisch einfache Rbinder) ergaben (LEE, 1974; RATTRAY/MITSUDA,

1974; RIGTER, 1975). Bei der numerischen Behandlung sind solche Vereinfachungen nicht

notwendig.
Die Hauptschwierigkeit beim numerischen Modell tritt bei der L8sung der Transport-

gleichung auf. Die bekannten Verfaliren zur L6sung dieser Gleichung (wie z. B. Differen

zenverfahren Init symmetrischen oder stromauf geridireten riumlichen Differenzen,
LAX-WENDROFF, ADI, LEAPFRoG, oder GALERKIN-Finite-Elemente) bringen unsinnige Er-

gebnisse, wenn der Transport eines scharfen Dichtesprunges berechnet werden soil wie

beim Salzzungenproblem. Numerische Diffusion, Massenverluste, Verletzungen des

2. Hauptsatzes der Thermodynamik oder sogar instabile Lilsungen treten auf. Diese nume-

rischen Fehler k6nnen betrichtlich verringert werden durcli die Verwendung von Difte-

renzenverfahren 1 herer Ordnung (FROMM, 1968); aber damit steigt der Rechenaufwand,
und die Formulierung der Randbedingungen wird kompliziert. Eine andere Mdglichkeit
ist die Verwendung von bewegichen Differenzengittern; hierbei wird jedoch durch sche-

rende und kreisende Str6mungen von Zeit zu Zeit eine Rackinterpolation auf ein festes

Differenzengitter notwendig, so dali der Vorteil des beweglichen Gitters nur teilweise

erhalten bleibt, wdhrend der numerische und programmiertechnische Aufwand sehr hoch

ist. Fehler in der L6sung der Transportgleichung kannen das gesamte numerische Modell

in FraMe stellen, weil eine fehlerhafte Dichteverteilung uber die dadurch verursachten

fehlerhaften baroklinen Krdfte auf die L6sung der Bewegungsgleichung einwirkt. Die

Frage ist, ob die numerische Verbreiterung von Dichtespriingen noch eine hinreichend

genaue Li sung der Bewegungsgleichung zuliEt.

Die vorliegende Arbeit besdireibt ein neues L6sungsverfahren fur die Transport-
gleichung, wodurch die obengenannten numerischen Fehier wesentlich reduziert werden.

Die numerische L8sung wird mit einer lialbanalytischen L6sung verglichen, um die Quati-
tdI des numerisclien Verfahrens zu uberprufen. Ein weiterer Vergleich mit experimentellen
Daren stelk den Bezug zur physikalischen Realitdt her. Eine ·weitere Rechnung zeigt die

Sti·8mungsverhiltnisse in einem durcilmischten Astuar.

2.Numerisches Verfahren

Betrachtet wird ein vertikaler L ngssdinitt durch ein idealisiertes Astuar, wobei die

x-Achse in Richtung auf den landseitigen SuhwasserzufluE zeigt, wRhrend die z-Achse

entgegen der Erdanziehung nach oben gerichtet ist. Die seitlicle (y-)Abhingigkeit wird

vernachlissigt. Der Koordinatenursprung liegt am seeseitigen Ende des Astuars in H6he

des ungest6rten Wasserspiegels. Folgende Gleichungen liegen dem Modell zugrunde:

die Bewegungsgleichung

.2.2 + -1·  2
- A 2%-0 (1)At p 3x Bz··
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die Gleichung fur den hydrostatischen Druck

le + Pg =0
BZ

die Kontinuitdtsgleichung fur inkompressible Str6mung

au
/

aw
92 * 5-2

und die Transportgleichung

AR+ule+w la =O
at 3% Bz

Hierbei sind u und w die Geschwindigkeitskomponenten in x- bzw. z-Richtung,
t die Zeit, p der Druck, g die Gravitationsbeschleunigung, e die Dichte und A der Koeffi-

zient der vertikalen turbulenten Reibung. Die Vernachl ssigung von konvektiven Termen

in (1) und Diffusionstermen in (4) ermbglicht eine lialbanalytische Vergleichsldsung und

wird durdi die Obereinsrimmung mit experimentellen Ergebnissen spiter gerechtfertigt.
Die dynamischen Gleichungen (1-3) wurden mit dem Verfaliren von SONDERMANN

(1971) gelust. Fur die Transportgleichung wurde ein neues Verfahren entwickelt (FISCHER,
1977). Ausgangspunkt dieses Verfallrens ist die Darstellung der Dichte e in einem Diffe-

renzengitter mittels Hermite-Interpolationsfunktionen. Als zeitabhingige Variable in

jedem Gitterpunkt werden die Dichtewerte und ihre riiumlichen Gradienten behandelt,
fiir die jeweils eine Transportgleichung gel6st wird. Das Verfahren liefert bei kleinen

Zeitschritten vergleichbare, z. T. sogar bessere Ergebnisse ala Differenzenverfahren haherer

Ordnung, ohne deren numerischen und programmiertechnischen Aufwand zu beni tigen.

3.Halbanalytische Vergleichsl8sung
fur diestationire Salzzunge

Bei der stationtren Betrachtung entfdllt in (1) die partielle Ableitung nach der Zeit t.

Damit ID:Bt sich far die Salzzunge und die laruberliegende SuBwasserschicht jeweils eine

quadratische z-Abhingigkeit fur die Geschwindigkeit u durch Integration berechnen. Die

freien Koeffizienten werden durch folgende Bedingungen festgelegt:
a) Die Geschwindigkeit u am Boden ist Null,
b) die Geschwindigkeit u ist an der Grenzfliche zwischen SuB- und Salzwasser stetig,
c) der DurchfluB in x-Richtung durch jeden Querschnitt der Salzzunge ist Null,
d) der DurchfluB in x-Richtung durch jeden Querschnitt der SuBwasserschicht ist gleich

einer vorgegebenen Konstanten a.

Aus dem damit bestimmten Gescliwindigkeitsprofil lassen sich durch zwei weitere

Bedingungen die Hdlie des Wasserspiegels h(x) sowie die Tiefe der Grenzfl :die t(X),
jeweils gemessen von der ungestarten Wasseroberflache aus, bestimmen:

e) Die tangentialen Reibungskr*fte an der Wasseroberfl che sind Null und

f) die tangentialen Reibungskr fte an der Grenzfl clie sind stetig.
Aus diesen Bedingungen erli lt man folgendes System von Differentialgleichungen

erster Ordnung:

B.f
-

1 es l-3 h.21 + 1-c

3X C ex 2 a-t

.211
--

12 Q A

3 x g[h+t) (4 h+3 a+t)
2

3

(2)

= 0 (3)

(4)

(5)

(6)
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mit der Konzentration c =-£21 (00 - Dichte des SiiBwassers, e = Dichte des Satz-
0

wassers) und der konstanten Wassertiefe a. Dieses Gleichungssystem wurde numerisch

ge16st; die L6sung wird im vorliegenden Artikel als halbanalytisch oder exakt bezeicilnet

4. Numerische Ergebnisse

Als Randbedingungen des numerischen Astuarmodells wurden Wasserstand und ver-

tikale Dichteprofile an den offenen Rindem fest vorgegeben. Das Modell besaK eine

Ldngenausdehnung von 36 km, in 12 Abschnitte unterteilt, sowie eine Wassertiefe von

13,7 m. Die Konzentration des Salzwassers betrug 30/o. Der Wasserstand am seeseitigen
Ende wurde auf h=o festgehalten, am landseitigen Ende auf h = 4,7 cm. Der hierdurch

verursachte Sul£wasserzufluB und die am seeseitigen Ende vorgegebene Salzwasserschicht

von 6,8 m Dicke fuhrten innerhalb von ca. 4 Wochen Modellzeit zur Ausbildung einer

stationiren Salzzunge, die in Abb. 1 dargestellt ist. Die „exakte" L6sung (durchgezogene

/
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exakt 0 Hermite -Jnterpolation --- Stromauf-Differenzen

Abb. 1. Stationare Salzzungenprofle und Wasserstande - halbanalltische L6sung, 000 Trans-

port mittels Hermite-Interpolation, --- Transport mittets stromauf gerichteter Differenzen.

Linie) ist die lialbanalytische; mit Kreisen ist die numerisclie Ltisung nach dem hier vor-

gestellten neuei Verfahrell zur Behandlung der Transportgleichung dargestellt. Bis auf

die Spitze der Salzzunge (wo sich die Grobheit des Differenzennetzes bemerkbar macht)
ist eine sehr gute Obereinstimmung vorhanden. Zum Vergleich ist eine weitere numerische

Lilsung (gestridielt) eingezeichnet, bei der die Transportgleidiung mittels stromauf ge-
riciteter Differenzen gelast wurde. Die starke numerische Diffusion dieses Verfahrens

fiihrt zu einer betrichtlichen Verkurzung der Salzzunge. Im Verlauf des Wasserstandes

lassen sich keine gravierenden Unterschiede zwischen den drei Verfahren feststellen, wie

aus dem oberen Teil von Abb. 1 zu sehen ist.

Zum Vergleich mit experimentellen Daren wurden die Ergebnisse von KEULEGAN

(IPPEN, 1966, Kap. 11) herangezogen. In Abb. 2 ist die halbanalytische Lasung (durch-
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Abb. 2. Vergleidi von lialbanalytischer Salzzunge (durchgezogene Linie) mit experimentellen Daten.
Punktiert: Keulegans Salzzunge, kritische Stramung an der Astuarmundung

Kreise: Keulegans Saizzunge, an halbanalytische Kurve angepaht
Gestrichelt: WasseroberfJRche

gezogene Linie) dargestellt. Zum Vergleich mit KEULEGANS Kurve ist eine Festlegung des

seeseitigen Endes des Astuars notwendig; ublicherweise wird dieser Ort dadurdi festgelegt,
daB in der SuBwasserschicht kritische Str6mung eintritt. Die entsprechende Dicke der

Suliwasserschicht betrigt

Die entsprechende experimentelle Kurve in Abb. 2 ist punktiert dargestellt - die

Ubereinstimmung mit der halbanalyrischen Kurve ist nicht besonders gut Dabei ist jedoch

Abb. 3. Srr6mungsgesdiwindigkeiten (Pfeile) und Salzgehalt (Zahlen) in einem durchmisciten
Astuar, stationtrer Zustand. Die gestrichelte Linie trennt die Gebiete stromauf und stromab

gerichteter Geschwindigkeiten.
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zu beaditen, daB (7) ein homogenes Gesdiwindigkeitsprofil voraussetzt, was im vorliegen-
den Fall nicht zutrifft und auch experimentell nicht sehr fundiert ist (IPPEN, 1966,
Kap. 11). Wird diese Bedingung fallengelassen und statt dessen eine freie Anpassung der

Kurven vorgenommen, so zeigen die Kreise in Abb. 2 eine sehr gute Obereinstimmung;
die entsprechende krinische Tiefe in diesem Falle ist etwa

Q (8)
t

-
c yaga

Somit ist gezeigt, dati das vorliegende numerische Modell eine gute Beschreibung der

baroklinen Wechselwii·kungen in einem geschichteten Astuar zu leisten vermag.
Fur ein durchmischtes Astuar sind geringere Schwierigkeiten bei der Liisung der

Transportgieichung vorhanden, weil es keine scharfen Dichtesprange gibt. Eine entspre-
chende Rechnung ist in Abb. 3 dargestellt. Hierbei wurde die Transportgleichung (4) um

einen horizontalen und einen vertikalen Diffusionsterm erweitert. An den offenen Rin-

dem wurden vollstindig durchmischte Dichteprofile vorgegeben (Zablen geben Konzen-

trationswerte an). Im stationtren Zustand ist im Inneren des Astuars eine parrielle
Schiditung entstanden. Auf Grund des longitudinalen Dichtegefilles sowie des ansteigen-
den Bodens gibt es eine stromauf gericlitete Bodenstr6mung, deren Bereich in der unteren

linken Ecke gestrichelt abgegrenzt ist. Weitere Beispielrechnungen und Details sind der

Diplomarbeit von WITTORF (1975) zu entnelimen.

5.SchluBfolgerungen

Das vorgestellte numerische Modell fur Strtimungen und Salzausbreitung in Astua-

rien wurde mit Hilfe einiger vereinfachter Beispielrechnungen auf seine Anwendbarkeit

gepruft. Dabei zeigte sich, daB fur den Fall einer stationaren Salzzunge El·gebnisse erzielt

wurden, die mit der exakten L8sung und auch mit experimentellen Daren sehr gut iiber-

einstimmen. Insbesondere das Problem der numeriscl·sen Diffusion konnte mit einer neuen

Methode zur Li sung der Transportgleichung bewiltigt werden. Damit ist nachgewiesen,
daB das vorgestellte numerische Modell auf Astuarien von beliebigem Schichtungsgrad
anwendbar ist. Die diarakteristische, durch barokline Krifte v erursachte Gegensti·5mung
in Bodennihe wurde im geschichteten Astuar ebenso wie im durchmischten Astuar gefun-
den; sie wird offenbar liauptsb:cilich durch einen longitudinalen Salzgehaltsgradienten
verursacht Diese fur den Sedimenttransport auBerordentlich bedeutsame Str mung kann

weder aus Messungen von Oberl]lchengeschwindigkeiten noch aus hydraulischen Modellen

mit konstanter Wasserdiclite oder aus mathematischen, vertikal gemittelten Modellen er-

mittelt werden. Auch in durchmischten Astuarien sitid dalier vertikal gemittelte mathe-

matische Modelle oder homogene hydraulische Modelle nur begrenzt anwendbar.

6.Wurdigungen

Die vorliegende Arbeit wurde aus Mitteln der Deutschen Forschungsgemeinschaft,
Sonderforschungsbereich 79 (Wasserforschung im Kiistenbereich), finanziert. Der gr te
Teil der Programmierarbeiten wurde von W. P. WITToRF verrichtet. J. SUNDERMANN

unterstatzte die Arbeit mit Compurerprogrammen und hilfreichen Ratschligen.

Die Küste, 31 (1977), 1-7



7

7. Schrif tenverzeichnis

FISCHER, K.: Convective Difference Schemes and Hermite Inrerpolation. Proc. Int. Symp.
on Innovative Numerical Analysis in Applied Engineering Science, Versailles, 1977.

FROMY, J. E.: A Method fiir Reducing Dispersion in Convective Difference Schemes. J. of
Comp. Phys., Vol. 3, p. 176-189, 1968.

IppEN, A. T.: Esruary and Coastline Hydrodynamics. MeGraw-Hill, New York, 1966.
LEE, F. A.: Hydrodynamical Stabilil of Salt Wedge. Proc. ASCE Hydraul. Div., Vol.

100, p. 17-23, 1974.

RATTRAY, M. und MITSUDA, E.: Theoretical Analysis of Conditions in a Salt Wedge. Est.
and Coast. Mar. Sc., Vol. 2, p. 375-394, 1974.

RIGTEE, B. P.: Minimum Length of Salt Intrusion in Estuaries, Proc. ASCE Hydraul. Div;
Vol. 101, p. 765, 1975.

S NDERMANN, J·: Die hydrodynamisch-numerische Berechnung der Vertikalstruktur von

Bewegungsvorgingen in Kanglen und Becken. Mirt. Inst. Meereskunde Univ. Ham-
burg, 19,1971.

Wirroap, W. P.: Ein baroklines 2-Phasen-Modell fur Flachwasserwellen. Diplomarbeir,
Techn. Univ. Hannover, 1975.

i

1

Die Küste, 31 (1977), 1-7




