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Numerische Wasserstandsmodelle zur Berechnung
von Flachwasserwellen in Gerinnen und Astuarien

Von Udo Meifiner

Zusammenfassung

Zur Berechnung von langperiodischen Strémungsvorgingen wird ein Konzept fiir
hybride finite Elemente entwickelt, das zu Berechnungsmodellen fiihrt, die nur den Wasser-
stand als unbekannte Zustandsgrofe fiir das Gesamtsystem beinhalten. Diese H-Modelle
zeichnen sich aus durch hohe Flexibilitit bei der Kopplung von Gerinne- und Astuarmodel-
len sowie durch reduzierten Rechenaufwand.

Summary

The concept of hybrid finite elements for the analysis of long-period water-wave
problems is presented, resulting in numerical models which include only the water depth
parameters as unknowns of the assembled flow system. These H-models show a high flexi-
bility in coupling of one- and two-dimensional models and a reduction of the computa-
tional effort.
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1. Einfiihrung

Finite-Element-Modelle fiir Flachwasserwellen wurden zuerst von GroTkor (1973)
sowie TayLor und Davis (1974) vorgestellt; spiter folgten weitere Autoren. Diese Mo-
delle werden im folgenden als gemischte Modelle bezeichnet, da sie sowohl den Wasser-
stand als auch die Geschwindigkeitskomponenten als unbekannte Parameter in den Kno-
tenpunkten des Elementnetzes im Gesamtsystem mitfiihren.

Mit dem Konzept hybrider Elemente wird es moglich, den numerischen Rechenauf-
wand zu reduzieren und praktische Aufgabenstellungen wirtschaftlicher zu losen, da fiir
jeden Knotenpunkt des Gesamtsystems nur der Wasserstand als einzige Unbekannte zu
ermitteln ist. Dariiber hinaus zeigen diese Modelle eine auflerordentlich hohe Flexibilitit
fiir die Kopplung von Gerinne- und Astuarmodellen sowie fiir die Beriicksichtigung von
trockenfallenden Wattgebieten — Vorteile, die von HerrLING (1977) ausfiihrlich darge-
legt werden.
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2. Grundgleichungen

Die grundlegenden partiellen Differentialgleichungen, die die ein- und zweidimen-
sionalen Stromungsvorginge in vertikal integrierter Form mathematisch beschreiben, sind
bei Horz und WiTHum (1976) zusammengestellt. Im folgenden werden diese Gleichungen
entsprechend Abb. 1 in einer Wasserstands-Durchflufmengenformulierung benutzt, die
zur korrekten Einhaltung von Stetigkeitsanforderungen notwendig ist.

mittlerer

Element I

Element II

Abb. 1

Bewegungsgleichung (2-dim.)

E_:[i+(vi qj) | -9 e, . o+ A —I-VE-L qi+ i gesd (H2) +etx H= ul\,.rjlv.\ri
j kj H E +J |

Durchfluf

zeitliche Ableitung g% = qi‘,t

- totale Wassertiefe
mittlere Geschwindigkeitskomponenten in zwei Richtungen
— Coriolis-Beiwert
globaler Reibungsbeiwert
Erdbeschleunigung
Windkomponenten, die iiber den Scherparameter p an der Wasseroberfliche
angreifen
= Metriktensor, ¢ = ¢-Tensor

1
k,.=Bp,j-ga.- (3)

J J
mit dem atmosphirischen Druck p auf der Wasseroberfliche, der Dichte o des Wassers und
der Tiefe a, bezogen auf einen mittleren Bezugshorizont.

Kontinuitdtsgleichung (2-dim.)

- 3 -0
+ . =
Htatly (4)

Im Finite-Element-Konzept werden diese Gleichungen getrennt fiir jedes Element
mit den Rand- und Ubergangsbedingungen angesetzt.
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H=H h. =h
II
i =i it _ i (5)
q° =q 91 =911

wobei A und G am Rande vorgegebene Grofen darstellen. Das numerische Verfahren
soll in diskreten Zeitabstinden At die Zustandsgréfien h und q' liefern.

Unter der Annahme, daf die zeitlichen Verinderungen AH und Aq' innerhalb eines
jeden Zeitschrittes At hinreichend klein sind,

H , = H__ + AH i _ 4 i
t1 to dpq = 9 t 29

kdnnen die nichtlinearen Terme der Bewegungsgleichung (1) durch eine TavLoR-Reihen-
entwicklung linearisiert werden:

j ~j ~i 3 ~Afi A5 A
o &) e qilj + v qJIj -3 H 5 (Hz}'j <2,

wobel T und 8 mittlere GroRen zum Zeitpunkt t, darstellen (Abb. 2).
q P

3

t " 3
1{ Zeitstufe t1=to+ At
r 1 H, ql, Vl
g
At x2
| 7,
1
X

Zeitstufe t
o

Abb. 2

Die Langsamkeit des Bewegungsablaufs gestattet es, wie Giblich nur die linearisierte
Bewegungsgleichung in zeitlicher Hinsicht zu integrieren:

linearisierte Bewegungsgleichung (2-dim.)
o =gl P qi|j+ &t q3|j-ne"k % Jderglt (@I ga-F ) n, +
r

J
13 key H - u]wjlwi= 0

(6)
+ @

mit R=A J%J'I'
wobei k,j und der globale Reibungsparameter R innerhalb eines jeden Elements als kon-
stant betrachtet werden.
Fiir den eindimensionalen Fall der Gerinnestrémung vereinfachen sich (6) und (4)
zu der

linearisierten Bewegungsgleichung (1-dim.)

1 ~
1 "+p@fi-o09hm, +x,pH=0

. 1
M=gq + 2 ¢ q1|1+Rq "

al
mit R = A —J-E»l— und zu der
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Kontinuititsgleichung (1-dim.)

bi+q'| =0 (8)
worin b die Breite des Gerinnes darstellt und die DurchfluBmenge durch
' =v' b (9)

definiert ist.

3. Methode der gewichteten Residuen

Im Gegensatz zu Differenzenverfahren, die von der direkten Diskretisierung der
Differentialgleichungen ausgehen, basiert die Methode der finiten Elemente auf einem
integralen Fehlerabgleich zwischen der exakten und der konstruierten Niherungsldsung
fir die Differentialgleichungen. Fiir diesen Fehlerabgleich steht die Methode der gewich-
teten Residuen zur Verfiigung, wobei im vorliegenden Fall die Integration in Ortsrichtung
von der zeitlichen Integration getrennt wird. Fiir (6) bzw. (7) ergibt sich damit die

gewichtete Bewegungsgleichung

ffaW< ey, M' an =0 (10)

und fiir (4) bzw. (8) die

gewichtete Kontinuitidtsgleichung
£r6W (b f + ql|) an - § ew q? ng ds + £ &% I nj ds = 0 (11)
w q

worin WX, 8W die Gewichtsfunktionen, n; der nach auflen gerichtete Normalenvektor
auf dem Rande der finiten Elemente sind und das Randintegral S, nur auf denjenigen
Rindern auszuwerten ist, fiir die Wassermengen @ als Randbedingungen vorgeschrieben
sind.

Das Randintegral S, ist fiir die Konzeption des H-Modells von grundlegender Be-
deutung, da es Ubergangsbedingungen fiir die Wassermengen liefert, die von Element
zu Element im Gegensatz zu den gemischten Modellen nicht mehr stetig miteinander
verkniipft werden. Verkniipft man z. B. zwei Elemente I und II iiber eine gemeinsame
Seite I-K miteinander, so folgt aus (11)

G T

§W (q7 - a7 ) nyjp ds = 0

wenn die Stetigkeit der Gewichtsfunktion gegeben ist. Daraus ergibt sich als natiirliche
Ubergangsbedingung fiir die Wassermengen:

Als finite Elemente werden fiir den zweidimensionalen Fall Dreiecke verwendet.
Sowohl im ein- als auch im zweidimensionalen Fall ist es zweckmiflig, natiirliche Koordi-
naten, wie in Abb. 3 dargestellt, zu benutzen.
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® il e
1, 6+ B+ 0, = 1
@ . 15 0} of 0} an = ML 22,
: .
| @ yoletas - ik,
Abb. 3

Die Niherungsfunktionen fiir die Zustandsgréfien sind entsprechend Abb. 4 lineare
Ansatzfunktionen.

H = Hp 8 + Hy Bz * lig 9,
i 1

i al (12)
q =q®01 +q®92+ q®03

Abb. 4

Fiir die Integration von (10) und (11) wurde von vielen Autoren stets das GALERKIN-
Verfahren verwendet, bei dem die Gewichtsfunktionen als erste Variation der Ansatz-
funktionen zu nehmen sind und das Randintegral S,; iiber alle Seiten des Elements zu
erstrecken ist:

Gewichtsfunktionen nach Galerkin

o = 8gF
5% 0,4+ quc:) 8, 6qg) 0,

SW = 6H
§H) 0.+ 6Hp 02 + SHy Os

Wie die durchgefiihrten Beispielrechnungen zeigen, ist dieses Verfahren anwendbar,
jedoch ergeben sich erhebliche Nachteile, die seine Brauchbarkeit in Frage stellen. Es er-
zeugt, wie am Falle der ungedimpften Schwingung zu erkennen ist, eine erhebliche nume-
rische Dampfung, die im allgemeinen unerwiinscht ist.

Dieser Nachteil konnte von GARTNER (1976) durch den Gebrauch von konstanten

Gewichtsfunktionen (Abb. 5) beseitigt werden, was zu einer verallgemeinerten Kolloka-
tionsmethode fiihrte.

{13)

1
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Gewichtsfunktionen der Teilgebietskollokation
oWk = sag
(14)

W = 5H®
Fiir die Gleichung des Knotens I ist dabei das Randintegral S, nur auf den direkt

anschliefenden Rindern (Abb. 5) auszuwerten.
ﬁH@

@

qu®
iz 1!

Abb. 5

Gleichung (11) liflt sich anschaulich deuten, wenn man entsprechend Abb. 6 die

Gleichung eines Elementes I fiir den Knoten 3 aufschreibt.

@
Abb. 6

Nach Anwendung des Gaussschen Integralsatzes ergibt sich
(15)

” 8K Han .su@anj ds = - sipg,

A
Legt man die konstante Gewichtsfunktion 8Hgy tber alle Elemente, die sich ent-
sprechend Abb. 6 an den gemeinsamen Knoten 3 anschliefen, und faflt man die (15)
entsprechenden Gleichungen der Elemente I, II, III zusammen, so erhilt man schlieflich

"‘H SHg fi aa +“H SHy B aa +A[LGH®§IIII an +(j)sp®q-" ny ds +

+ 6H®qj ng ds +Zn@qj ny ds = -K30g)

Die physikalische Bedeutung dieser Gleichung fiir den Knoten 3 ist erkennbar: Das

zeitliche Speicherungsvermdgen des Gebietes und die Zu- und Ausfliisse lings des Randes
I-J-K-L werden in gewichteter Art gleichgesetzt dem Zuflufl -Q, der sich als Resultierende

aus den gleichmiflig verteilten, vorgegebenen Randzufliissen @ lings I-3-L ergibrt.
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Setzt man die Niherungsfunktionen (12) und die Gewichtsfunktionen (13) bzw. (14)
in (10) und (11) ein, so folgen nach Durchfiihrung der Integration die

Bewegungsgleichung in Matrizenform
d-m . a=-py;BrE, (16)
und die
Kontinuititsgleichung in Matrizenform

T

SH (mH-sg-x) =0 (17)
mit dem Wasserstandsvektor
= [ Ho Hgl (18)
und dem Durchfluflvektor
a = [ Qé ‘%1 (19)
Die Matrix n ist symmetrisch und nicht negativ definit; die Matrizen m, und s sind

unsymmetrisch.
Fiir gemischte Modelle werden beide Gleichungen zu der

Elementgleichung des gemischten Modells
n 2-m z=1z5, (20)

mit dem Zustandsvektor
T _ b - [
z = ligHpi G o i o Ho! (21)

zusammengefafit. Nach dem Zusammenbau aller Elementgleichungen der Einzelelemente
hat noch die zeitliche Integration fiir das Gesamtsystem zu erfolgen.

Bei den H-Modellen der hybriden Vorgehensweise wird zunichst fiir jedes Einzel-
element die Bewegungsgleichung (16) getrennt integriert und deren Losung eingesetzt in
die Kontinuititsgleichung (17). Auf diese Weise entstehen Elementgleichungen, die nur
noch von den Wasserstinden (18) allein abhingen. Um die Konvergenz dieser Vorgehens-
weise zu sichern, ist es wesentlich, die Stabilitit der Integrationen auf der Elementebene
zu untersuchen, die, wie spiter gezeigt wird, von den Eigenwerten der Matrix m, abhin-
gig ist. Fiir den ein- und den zweidimensionalen Fall li8t sich leicht explizit nachweisen,
daf die Eigenwerte 4 der (22X 2)- bzw. (6 X 6)-Matrix m,

A=-R-1iag (22)

nur von dem Reibungsparameter R und dem Coriolisparameter {2 abhingen.

4, Stabilitit

Die Stabilitit des numerischen Verfahrens ist verbunden mit der Frage, wie sich das
numerische Modell gegeniiber kleinen Stérungen verhilt, die im Ablauf der Berechnung
stets zwangsliufig auftreten, wie in Form von Rundungs- und Approximationsfehlern.
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Ein Verfahren muf als instabil bezeichnet werden, wenn sich derartige Fehler von Zeit-
schritt zu Zeitschritt aufschaukeln und damit letztlich die richtige Losung zerstéren. Eine
kiinstliche Dimpfung, die aus dem Rechenverfahren herrithrt und als numerische Dimp-
fung bezeichnet wird, kann daher bis zu einem gewissen Grade erwiinscht sein. Sie darf
jedoch nicht so grof sein, dafl z. B. bei einer ungedimpften Schwingung die richtige L&-
sung in kurzer Zeit verschwindet. Obwohl die Bewegungsgleichung (1) nichtlinear ist, ist
es wichtig, die Stabilitit des mit (6) bzw. (7) linearisierten Systems sicherzustellen, denn
wenn sich das linearisierte System stabil verhilt, so ist auch ein stabiles Verhalten des
nichtlinearen Systems zu erwarten, wenn auch nur im Sinne der TavLorentwicklung in
einer kleinen, begrenzten Umgebung. Ohne die Stabilitit des linearisierten numerischen
Modells kann die Stabilitit des nichtlinearen Schwingungssystems jedoch nicht sicher-
gestellt werden.

Die Untersuchung des Stabilititsverhaltens des Finite-Element-Systems erfolgt ent-
sprechend der Vorgehensweise von BATHE und WiLson (1973) an der homogenen System-
gleichung

NZ2-Mz=0 (23)
wobei der Vektor z die n Unbekannten der Knotenpunkte enthilt, N eine symmetrische,

positiv definite (n>{n)-Matrix und M eine unsymmetrische Matrix ist.
Mit dem Lésungsansatz

At

z =
erhilt man das allgemeine Eigenwertproblem

MA- M) ¢

]
10

(24)
fiir das n Eigenwerte

A = diag [Aq...A1...24]
bestimmt werden kénnen mit den zugehdrigen n orthonormierten Rechts- und Links-
eigenvektoren
9r=[¢r1--+ $RI .-+ ORn] ¢n=[¢11.. or1 ... 9Ln]
Setzt man die Losung z aus den Rechtseigenvektoren zusammen
z =294

mit den generalisierten Koordinaten

a = [g-- ar.-- ]

so entkoppelt sich (23) zu

I

g-fg=g (25)
mit
I=23%N 9 A=29o M o,
Somit kénnen die Stabilitit und das numerische Dimpfungsverhalten eines Zeitinte-
grationsverfahrens an Stelle von (23) an einer einzigen algebraischen Gleichung von (25)
4y - A9 =0 (26)

untersucht werden, wenn eine Aussage iiber die Eigenwerte 4; moglich ist. Denn (26) und
die Matrizengleichung (23) sind véllig gleichwertig.
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Fiir die H-Modelle wurden zwei Verfahren fiir die zeitliche Integration der Glei-
chungen vom Typ (23) ausgewihlt und erprobt:
a) die Matrizenfunktion

z = e

S |
= Z¢i=to A=N"'M 27

b) das Crank-NicHoLson-Verfahren

(N -Mot)z = [N+ M (1-0)¢] z,_ i

to
Wendet man die Methode a) auf (26) an, so ergibt sich
B
I 9t=to
und man erkennt unmirttelbar, dafl das Verfahren uneingeschrinkt stabil ist, wenn der
Realteil oy des Eigenwerts

 +18g (29)

nicht positiv ist. Denn dann bleibt

stets beschrinkt

!
p= et 2 ¢ £x o, 20 (30)

I
und der Betrag von q; kann von Zeitschritt zu Zeitschritt nicht wachsen. Dies bedeutet,
daf fiir die Groflenwahl des Zeitschrittes keinerlei Einschrinkung beachtet werden muf,
wie das z.B. bei expliziten Integrationsverfahren aufgrund der CouraNT-FRIEDRICHS-
Lewy-Bedingungen zu erfolgen hat.

Wendet man das CRANK-NIcHOLSON-Verfahren b) auf (26) an, so folgt

1+AI(1—B) t
qy = =iy e E Art=to

und mit (29)

L, J:1+a1(1-e)t]2+ [61(1—6)15]2

7 v (31)
(1=a; 6t)° + (B, 8t)

o}

Aus der Stabilitdtsforderung

1

©°
| Ave

ergibt sich, daf dieses Verfahren nur uneingeschrinkt stabil ist, wenn
5 o und a; €O (32
e 2 7 I = )

eingehalten ist, denn aus (31) wird

Da die Stabilitit in beiden Fillen von einem negativen Realteil der Eigenwerte ab-
hingt, ist es von fundamentaler Bedeutung, dessen Vorzeichen herauszufinden, insbeson-
dere fiir das gesamte zusammengebaute Finite-Elementsystem, das aus einer groflen Zahl
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von Gleichungen bestehen kann. Mit (24) lifit sich jeder Eigenwert bestimmen durch den
R AYLEIGH-Quotienten

»*
- S M 2q
* N
mit dem komplexen Eigenvektor
$p=u+iy
und seiner konjugiert transponierten Form
* T
QR Sl T XT

Da die Matrix N symmetrisch und positiv definit ist, kann der Realteil untersucht
werden anhand von

(33)

mit stets positivem Nenner; an spiterer Stelle wird davon noch Gebrauch gemacht werden.

5. Zeitintegrationen

Fiir die hybriden H-Modelle wird die zeitliche Integration der Gleichungen auf zwei
Ebenen durchgefiihrt:
— Die Bewegungsgleichung (16) wird fiir jedes Element getrennt integriert auf der Ele-
mentebene und
— die Kontinuititsgleichung (17) wird fiir das Gesamtsystem aus allen Elementen zu-
sammengebaut und dann integriert.

51 Integration der Bewegungsgleichung

Wie bereits oben angefiihrt, wurden zwei verschiedene Integrationsverfahren erprobt,
deren Anwendung fiir jedes Element auf die Matrizengleichung

1 7 L o * Qv Bt * Qo Heo Lt Zuer * Qo Zwto

fiihrt, aus der die Durchflufmengen q zum Zeitpunkt t; = t,+ At in Abhingigkeit von
den Anfangsbedingungen zum Zeitpunkt t, berechnet werden konnen, sobald die Wasser-

stinde zur Zeit t; bestimmt sind.
Wendet man die Matrizenfunktion (27) auf (16) an, so ergeben sich die Matrizen

(34)

m At
I |
o =e
Q1 = Q1 My Q4o = 2
At m_(At-T)
- -q -
Q.1 e dt L™ 8

wobei sich die Matrizenfunktion aufgrund des CayLEy-HamiLToN-Theorems fiir den ein-
und den zweidimensionalen Fall aus zwei bzw. aus sechs Polynomgliedern explizit be-
stimmen lifit:
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B 7 Gy Lk 5y B, aL (35)
2 2 3 3 4 4 5t5
+c2_rp_q At +c3_n_1th +c4m At +c5qu

Atz

g‘w1=c01 At+01mq T (36)
3 4 5 6
2 At” 3 At” 4 ot> 5 At°
+czmq3+c3m_q4+c4gq5+c5gq6

Darin sind die Funktionen ¢; mit Hilfe der Eigenwerte (22) bestimmbar aus zwei
bzw. sechs Gleichungen der Form
Mt = o ()
und ihren Ableitungen
I _AAt -
ale _ 3700 (AAt)
aastyI ()l
Wendet man das CrRank-NicHorson-Verfahren (28) auf (16) an, so erhdlt man starte
dessen

o =0 ' [I+ (1-8) ot m ]

2,
QI-H i Qw1 EH QHO i -Q—wo Iy

o =) w il s (37)
9,1 =9 8t Q=8 (1=8) At
mit
Q.-1 = (I - 8At m )--1
a = |

Wegen des nicht positiven Realteils der Figenwerte (22) der Matrix m, sind beide
numerischen Modelle wegen (30) bzw. (32) uneingeschrinkt stabil. Wie die Beispielrech-
nungen zeigen, ist das Verhalten selbst fiir den extremen Fall der ungedimpften Schwin-
gung ohne physikalischen Reibungsansatz R nicht instabil.

52 Integration der Kontinuitdtsgleichung

Die integrierte Bewegungsgleichung (34) kann nun in die Kontinuititsgleichung (17)
eingesetzt werden, und man erhilt damit eine Elementgleichung, die nur noch die Wasser-
stinde in den Knotenpunkten mitfiihre:

JE A —nl -y -a, =) =0 (38)
m=35s0. 8y = 8 Oy, By, (39)
3 £q+ = go o 2 " E(-gw"l Ewt1+ gwo Ewto)

Um beim Zusammenbau der Elemente die Stetigkeit der Wasseroberfliche zu gewihr-
leisten (vgl. Abb. 1), wird der Vektor H aufgeteilt in zwei Anteile

f=38%h 8H = §h A=h

wobei a die Wassertiefen bis zum allgemeinen Bezugshorizont enthilt, die von Element
zu Element wechseln kénnen, und h nur noch die unbekannten, stetigen Knotengriflen
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umfaflt. Gleichung (38) wird damit umgeformt zur Kontinuititssystemgleichung des
H-Modells

" nfi-mh-

(o] (40)
mit

r=g5. .+ +
E=syts, ts,

7]

+ma
die fiir alle Elemente des Gesamtsystems zusammenzubauen ist:

T .
8%, (N %, - M 2, - R) =0 (41)

In dieser Gleichung enthilt der Zustandsvektor Zp die Wasserstinde hy aller Knoten-
punkte I des Gesamtsystems. Die symmetrische, positiv definite Matrix N und die un-
symmetrische Matrix M sind Bandmatrizen. Die vorgegebenen Wasserstands-Randbedin-
gungen kdnnen in iiblicherWeise in (41) beriicksichtigt werden, indem Zr in einen unbe-
kannten und einen bekannten Teil aufgeteilt wird

Zp=2+% 82, = 82

womit man schliefilich die endgiiltige Matrizenbeziehung des Gesamtsystems erhilt, die
noch in zeitlicher Hinsicht zu integrieren ist:

Fd~fg=E (42)

Fiir diese Zeitintegration kann jedes bewihrte Verfahren verwendet werden. Fiir die
durchgefiihrten Tests des eindimensionalen H-Modells wurde hier wiederum die Matrizen-
funktion (27) benutzt, da mit ihr eine exakte Integration von (42) vollzogen werden
kann, die zusitzliche Integrationsfehler bei der grundsitzlichen Untersuchung des hy-
briden Konzeptes ausschliefit:

At
_ _AAt A(At-T) . = = 85
B4 = € _z_to-l-]e dtr R A=N M (43)
o

Dabei sind die e-Funktion in eine TayLor-Reihe zu entwickeln, vgl. Hovz (1976),
und fiir grofle Zeitschritte das Konzept von Larious und Luus (1967) zu verwirklichen,
um die Konvergenz der Reihenentwicklung sicherzustellen.

Wie bereits mit (30) gezeigt wurde, ist dieses Verfahren uneingeschrinkt stabil, wenn
alle Realteile der Eigenwerte von (42) nicht positiv sind. Dieser Beweis lifit sich mit (33)
durchfiihren, indem man den Zusammenbau der Matrix M betrachtet

m
Sty mz = Jon"mn
bei dem (40) iiber alle Elemente summiert wird. Fiir jeden beliebigen Eigenvektor

u= [xy]

hat daraus folgend fiir jedes Einzelelement mit (39) zu gelten
1
W muco (44)
damit die Realteile der Eigenwerte von (42) nicht positiv werden.

Fiir die hybriden Gerinnemodelle mit stromendem Abfluf}, deren numerische Ergeb-
nisse prisentiert werden, konnte die Eigenschaft (44) bei Verwendung der Teilgebiets-
kollokation grundsitzlich nachgewiesen werden. Bei Verwendung des GALERKIN-Verfah-
rens ist jedoch das Auftreten von Instabilititen nicht auszuschlieflen, sobald (3) von Null
verschieden ist.
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Abschlieffend soll daher unterstrichen werden, wie stark die Integrationsmethode in
Ortsrichtung das zeitliche Verhalten des numerischen Modells iiber die Figenwerte bzw.
die Grundschwingungsformen beeinflufit und dafl grofite Sorgfalt bei der Auswahl geeig-
neter Verfahren geboten ist.

6. Beispielrechnungen

Die Untersuchung des numerischen Verhaltens der hybriden eindimensionalen
H-Modelle — der Abschluf} fiir die zweidimensionalen Modelle steht noch aus — wurde
mit Hilfe eines horizontalen Gerinnes von 5000 m Linge mit der in Abb. 7 gezeigten
Elementeinteilung durchgefiihrt.

=1+ —=
4 ' 10m
77 //—‘[" ) TIIIIITR o v
o] 1 2 3 4 5
s S | | | |
1 1 1 1 1 1
5% 1000 m
Abb. 7

Berechnet wurde das ungedimpfte dynamische Verhalten des Systems unter einer
impulsformigen Anregung im Punkte 0, wo der Ruhewasserstand von 10,0 m plétzlich auf
10,1 m angehoben wurde. Obwohl es sich um ein sehr einfaches System handelt, muf
dieser Test jedoch als sehr kritisch fiir jedes numerische Verfahren bewertet werden, da
ohne die physikalische Dimpfung unter der impulsférmigen Anregung verdeckte Schwi-
chen der Verfahren sehr deutlich erkannt werden kénnen.

Auf den Abbildungen 8 bis 10 sind die Ergebnisse fiir die verschiedenen H-Modelle
einem der bisher iiblichen gemischten Modelle gegeniibergestellt, das auf dem GALERKIN-
Verfahren basiert und das ebenfalls die Matrizenfunktion als Zeitintegration benutzt und
sowohl die Wasserstinde als auch die Geschwindigkeiten in den Knoten als Unbekannte
mitfihrt. Aufgezeichnet sind jeweils die zeitlichen Verinderungen des Wasserstandes im
Punkte 5 sowie der Durchflufmengen im Punkte 0, wo der Wasserstand nach der An-
hebung konstant auf 10,1 m gehalten wurde.

Alle H-Modelle zeigen sehr deutlich ein stabiles Verhalten, wie es auch theoretisch
nachgewiesen wurde, wohingegen das gemischte Modell, deutlich abzulesen in Abb. 10,
eine instabile Tendenz zeigt, die auch zu erwarten war, da es den geschilderten Stabili-
titsiiberlegungen nicht standhilt.

Aus den Abbildungen 8 und 9 (Zeitschritt At = 20sec) ist abzulesen, dafl das
H-Modell, basierend auf der Teilgebietskollokation mit der Crank-NicHoLsON-Integra-
tion (O = 0,5), die besten Ergebnisse liefert. Die iibrigen H-Modelle zeigen deutlich einen
unerwiinschten Dimpfungseffekt, der allein durch die numerischen Integrationsverfahren
verursacht ist. Wie grofl dieser Einfluf zu sein vermag, zeigt sich besonders in Abb. 10,
deren Ergebnisse mit einem Zeitschritt At = 100 sec nach der CouRANT-FRIEDRICHS-LEWY-
Bedingung berechnet wurden. Die Amplituden des H-Modells, basierend auf der Teil-
gebietskollokation, bleiben nahezu konstant, wihrend die Ortsintegration nach dem
GaLerRkIN-Verfahren das zeitliche Verhalten total verindert: Das H-Modell wird damit
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zuriick in die Ruhelage gedimpft, wihrend das gemischte Modell Instabilititen aufweist,

die durch das System laufen.

Aufgrund dieser Ergebnisse lassen sich zusammenfassend folgende Aussagen treffen:
~ Die H-Modelle produzieren Ergebnisse von hoher Genauigkeit bei gegeniiber den
gemischten Modellen verringertem Rechenaufwand.

— Sie verhalten sich uneingeschrinkt stabil und unterliegen damit keiner Zeitschritt-
begrenzung.

— Die im allgemeinen unerwiinschte numerische Dimpfung, die in speziellen Fillen auch
numerische Diffusion hervorruft, scheint mit der Teilgebietskollokation erfolgreich be-
kiampft zu sein (vgl. GARTNER, 1976).

— Die H-Modelle weisen eine sehr grofle Flexibilitit auf, die es ermoglicht, leicht ein- und
zweidimensionale Stromungsmodelle iiber die Wasserstandsparameter zu koppeln, was
bei gemischten Modellen im allgemeinen zu Schwierigkeiten fiihrt.
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