
Ein Finite-Element-Modell zur Berechnung
von Ticlestriimungen in Astuarien mit Wattfltichen

Von Bruno Herrling

Zusammenfassung

Mit Hilfe des Finite-Element-Verfahrens werden zweidimensionale inkompressible
Flachwasserwellen numerisch berectinet. Das beschriebene Modell wird eingesetzt, um bei
der Ansbreitung von Tidewellen in AstuarieIi die hydrodynamischen Zustandsgr6Ben zu

ermitteln. Zeitweise trockenfallende Wattfli en werden berucksiclitigt.

Summary

Two-dimensiond, incompessible shallow wakr 'waves are compwted ,™merically
with tbe aid of the finite element method. Tbe model described is wsed to reprod,ice tbe
dynamic sitution occwrring di,zing tidd propagation in estwaries. Areas whid, jall dry
and teet again githin a lidal cycle - so-called inter-ridal flats - are taken into account.
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Das Finite-Element-Verfahren wird seit iiI,er zehn Jahren mit Erfolg in der Struknir-

mechanik verwendet. In den letzten Jahren ist diese Methode auch in der Str6mungs-
mechanik eingefuhrt worden. GRol·Kop (1972, 1973), CONNOR. u. WANG (1974), DAVIS U.

TAYLOR (1974) und andere benutzten sie, um Flachwasserwellen zu berechnen, jedoch
bisher ohne die Wattflichen einzubeziehen. Nur R.AMMING (1972) sowie APELT, Gour u.

SZEWCZYK (1974), die das Differenzenverfahren verwenden, berticksichtigen diese Flichen.

In der Deutschen Bucht sind zahlreiche Wattflichen der Kustenlinie vorgelagert.
Ohne eine Berucksiclitigung solcher Flichen kannen die hydrodynamischen Zustands-

gr8fen in der Nihe dieser Gebiete nur ungenau mit einem mathematisdien Modell be-

rechnet werden.

Es sind deshalb Berechnungsalgorithmen far Wattelemente und fiir normale Ele-

menre entwickelt worden, die in einem mathematischen Modell gekoppelt werden. Diese

Koppelung ist sinnvoll und erspart Rechenzeit, da fur die Elemente der ersten Art sehr

viel mehr organisatorischer und numerischer Aufwand erforderlich ist, um die dauernd

wediselnde Geometrie des Gebietes zu beriicksichtigen.
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2. Grundgleichungen

Zur L6sung des vorliegenden Problems werden die vertikal gemitteken horizontalen
Gescliwindigkeiten vi (i = 0,1), die in einem kartesisdien Koordinatensysrem definiert

H.a.h Wassertiete

Wasseroberflache

\ +h
--- ------

•a H Bezugswasserstand

.*4..
Abb. 1. D e€izitionsskizze dargestelk im Vertikalschnitt

sind, und der Wasserstand h (Abb. 1) als zu berechnende Parameter eingefiihrt. Die Difie-

rentialgleichungen Air diese zweidimensionale Problemstellung erhalt man <lurdi Inte-

gration der Kontinuit s- und Bewegungsgleichungen iiber die Tiefe (siehe z.B. DRONKERS,
1964):

h,t + qi,i
- 9* =° (1)

1/v.v.
1 u AF]E

V. +VV + gh ,
+ 1 3

v - 9 E..V. + -p .-
W 1 1 W.=0 (2)1,t j i,j '1

a+h
1 11 ] p 0,1

a+h
1

Ober i, j - 0,1 wird summiert. In der KontinuitRtsgleichung wird der DurchfluE pro
Ldngeneinheit qi sp ter durdi die Beziehung

qi = (a + h) vi (3)
ersetzt. Mit q* wird ein 7.ufluS in das Berechnungsgebiet beschrieben; dieser wird im foh

genden nocll genauer definiert.

In den Bewegungsgleichungen bericksiditigen wie ublich spezielle Terme die Boden-
reibung, die Corioliskraft, den atmosphirischen Druck und die Windkraft. Als Konstante
werden eingefulirt: g als Erdbeschleunigung, 1 als dimensionsloser Reibungsparameter,
Q als Coriolispirameter, der eine Funktion der geografischen Breite ist, ai i als 8-Tensor,
e als Dichte des Wassers, pe als atmosphlrischer Druck, Bw als dimensionsloser Wind-

reibuugsparamerer und Wi als die Komponenten der Windgeschwindigkeit.
In den Gleichungen bedeuten 0, 1 Ulid 0

,
b partielle Differentiationen nach den

kartesisclien Koordinaten xi bzw. nach der Zeit t.

Fur die nichtlinearen Terme werden die folgenden Linearisierungen durchgeflihrt:

V.V. ,
= V.V. ,+ V.V.

J 1.J 1 1'J 3 1,1
V.V.

1 1-,J

POr h und vi werden entweder in Zeitriditung extrapolierte Werte, Werte vom letzren
Iterationsschritt, fails eine Iteration innerhalb des Zeitschritts verwendet wird, oder die
Werte aus dem Anfangszustand genommen.

Als Randbedingungen wer(ten Wasserstandsganglinien oder Ganglinien des Zuflusses
tiber den Rand eingefuhrt (siehe Abb. 2):

Wmal*&
-2a-3*4

h Wasserstand

a Sohitiele

q. = (a + h) v, + Ch-h) v
1 1 i (4)

(5)
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Abb. 2. Bezeichnung der Rinder

h-h = 0 auf S (6)h

gini +q=o auf S (7)
q

Mit1 wird ein vorgeschriebener Wasserstand und mit positivem 4 ein vorgegebener Zu-

fluB senkrecht uber den Rand bezeichnet. Li:ngs eines geschlossenen Randes in Q identisch

Null.

3. Finite-Element-Verfahren

Da fur das vorliegende Problem kein Funktional existiert, wird die Methode der

gewichteten Residuen verwendet. Sie ist die Grundlage fur die Anwendung des Finite-

Element-Verfahrens (siehe z. B. ZIENKIEWICZ, 1971).
Das Berechnungsgebiet wird unterreilt in finite Elemente. Fur die Integration der

gewichteten Differentialgleichungen werden Raum-Zeit-Elemente mit linearen Ansatz-

funktionen GE und TT entsprechend Abb. 3 gewRillt. In Zeitrichring werden die Glei-

chungen wie ublich schrittweise gelijst.

Anites Element in Raum und Zeit

T.0

E.0 kannten Parametem
E-2 Ebene mit unbe-

At E=1 hED' viEO
.Xl

4'--'.1  7...
mit -kan.-

xo ten Parametern

El , ;El

(Anfangszustand )
mit linearen Ansatzfunklionen

h= 54 4
V; = TT 0£ V,Er

im Raum: in der Zeit:

:O 9
00C 
e,*-

1.0

e, =<-
1.0

Abb. 3. Raum - Zeit - Element mit Ansatzfunktionen
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Die Gewichtsfunktionen

Oh = To GE ShEo
und Ovi = To 08 6viEo

sind Funktionen in Raum und Zeit; 811Eo und 6viEo sind beliebige Werte. Im gegenwarti-

gen Modell sind die Ortswichtungsfunktionen identisch mit den Ansatzfunktionen GE

(GALERKIN-Methode). In Zeitrichtung werden spezielle Gewichtsfunktionen 20 (Abb. 4)

T-
At

L

T=0

T=1

8 /0

mil 0.5 4 441

1-4

Abb. 4. Gewiditsfunktion in Zeitrichaing To

gewihir, um die numerische Diffusion zu reduzieren. Mit # - O,5 entspricht dies einer

CRANK-NICOLSON-Zeitintegration und mit 0 - 1,0 emem GALERKIN-Ansatz in Zeitrich-

tung. Der beste Wertliegt etwas uber 0,5.
Die Kontinuititsgleichung wird mit 6h gewicliter:

f f ah (h,t + qi,i) dtdA - If ah q dtdA - I 6hKQK dt = 0 (8)
At At t

An Stelle von q* werden ein fltchig verteilter ZufluE q im Element und eine Punktquelle

QK am Knoten K des Systems eingefiihrt. Nach partieller Integration, Einsetzen der

Randbedingung (7) auf Sq, Ersetzung (3) von qi und Linearisierung (4) wird die Glei-

chung (8) umgeformt zu

ff [6hh -6hi({a+E} 5 + {h-E}   )]dtdA =

At
rL

f f ah 4 dt ds + f f 6hqdtdA + I ohE QKdt (9)

S<t At t

Die Bewegungsgleichungen (2) werden mit dvi gewichtet. Nach der Linearisierung
erhalten sie die Form

f I Jvi [vi,t + vjvi:i + Vj vi,j-  vi,j + gh
i

+
- --

At

A/71-71
a+h

1

11 /.W --
1

-

w 1, W.]dtdA_ R Eij Vj +
p PO,i

a+h 1

Die Integration der gewichteten Gleichungen (9) und (10) erfolgt in der Zeitrichtung
wegen des schrittweisen Vorgehens jeweils uber ein Zeitintervall At und riumlich iiber das

gesamte Berechnungsgebiet A. Mit Verwendung des Finite-Element-Verfahrens wird die

Integration uber den Gesamtbereich ersetzt durch die Summe der Integrale iiber die ein-

zelnen Elemente. Dies fuhrt auf Matrizengleichungen eines Elementes, bestehend aus neun

Gleichungen mit neun Unbekannten, aus denen das Gesamtgleichungssystem aufgebaut
und in jedem Zeitscbritt gelast wird.

Die Randbedingung (6) wird im Gesamtgleichungssysrem durch das tibliche Streichen

von entsprechenden Zeilen und Spalten bertidksiditigr.

= 0 (10)
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4. Wattf lichen

Wenn Wattilichen in einem mathematischen Modell berucksichtigt werden sollen,
Sind zwei Grundprobleme zu 16sen: Erstens sind die physikalischen Verhiltnisse in der
Nihe der sich verlagernden Wasserlinie zu erfassen, und zweitens ist das Organisations-
problem zu bewiltigen, wenn die Kinder des mathematischen Modells wegen trocken-

fallender Fldchen zu wandern beginnen.
Es wird folgende prinzipielle Vorgeliensweise zur L6sung dieser Probleme vorge-

schlagen:
- Die riumliche Diskretisierung bleibc konstant.

- Elemente mit mindestens einem trockenen Knoten am Ende eines Zeirschritrs werden

aus dem Berechnungsgebiet A entfernt.

- In den teilweise uberstr8mren Elementen wird lediglich die verbleibende Wassermenge
betrachtet, die eine Funktion des Wasserstandes in angrenzenden uberstrdmten Knoten

ist.

Durch diese Vereinfachung wird zwar die Dynamik in unmittelbarer NEhe der

Wasserlinie nicht genau wiedergegeben, es wird aber die Kontinuititsbedingung exakt

eingehalten. Da dieser Bereich im Vergleich zum verbleibenden Modell sehr klein und

die Wassertiefe hier in der Regel sehr gering ist, wird sidi nur ein minimater Fehler er-

geben. Andererseits ist nur auf diese Weise die gesamte Programmorganisation mit ver-

tretbarem Aufwand zu bewRltigen.
Um die vorgeschiagene Lusung durchzufuhren, mussen einige Voraussetzungen erfullt

sein:

- Die Rinder des uberstrdmten Gebiets werden mitHilfe von Randintegralen beschrieben.

- Wahrend eines Zeitschritts kann an jeweils festgelegten Knoten des Systems eine be-
rechnete Wassermenge exakt zugegeben oder entnommen werden.

- Eine Iteration innerhalb des Zeitschritts ist durchfulirbar, um den akruellen Rand der

numerischen Berechnung zu korrigieren und um in den teilweise uberstr6mten Elemen-

ten die verbleibende Wassermenge zu uberprufen.
- Eine Relaxation kann benutzt werden, um die Iteration zu beschleunigen.
- Um fiir die Iteration einen besseren Ausgangszustand zu erhalten, werden die Wasser-

stdnde in Zeitrid,tung unter Verwendung der Feliterquadratmethode extrapoliert.
Im folgenden wird die Vorgeliensweise im einzelnen erldurert: Fur die Berechnung

eines neuen Zeitschritts liegen die Anfangsbedingungen alter Parameter des letzten Zeit-

konstanter auBerer Rand

aktuelle Wasserlinie

aktuelter Rand der
numerischen Berechnung

P d trockenes Etement

p tellwelse uberstr5mles E[ement

f uberstrdmtes Element

Abb. 5. Verschiedene Kinder im Bereich der Wattelemente
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schritts vor. Die neuen Wasserstinde in allen Knoten werden nun iiberschliglich durch

eine zeitliche Extrapolation mit den Werten von melireren zuriickliegenden Zeitschritten

bestimmt.
Auf diese Weise kannen Elemente auftreten, die am Ende des betrachteten Zeit-

schritts drei trockene Knoten haben; diese werden als „trockene Elemente" bezeichnet

(Abb. 5). Weiterhin gibt es „teilweise uberstr6mte Elemente" mit einem oder zwei trocke-

nen Knoten. Aile ubrigen sind „uberstri mre Elemente"; diese bilden das verbleibende

mathematische Modell. Der Rand zwischen den uberstramren und den teilweise uber-

str6mten Elementen - der aktuelle Rand der numeriscien Berechnung - wird durch Rand-

integrate beschrieben. Die aktuelle Wasserlinie li:Bt sid mittels einer horizontalen Extra-

polation des Wasserstandes in angrenzenden uberstrdmten Elementen finden. Auf diese

Weise wird die in den teilweise aberstr6mten Elementen verbleibende Wassermenge be-

stimmt (Abb. 6). Die sich in den teilweise uberso,8mten und trockenen Elementen ein-

stellende Differenz des Wasservolumens zwischen Anfangs- und neuem Zustand wird als

punktfdrmige Quelle oder Senke im gleichen Zeitschritt in das verbleibende dynamische
Modell zugegeben oder dem Modell entnommen. Dadurch beeinflussen die teilweise uber-

str6mten Elemente die Dynamik und korrigieren die Wassermengen im iiberstr8mten

Gebiet.

akluelle Wasserlinie

x-4,*ue,\
 d7Sserstand 
--I-J

akluelle Wassertinie

/C>....
wasserstand\
--J

Abb. 6. Teilweise Bberstromre Elemente

Nach der Berechnung der Elementmatrizen der uberstrbinten Elemente und der

L6sung des Gleichungssystems erhilt man die neuen Wasserstdiide und Geschwindigkeiten,

Im allgemeinen unterscheiden sich die Wasserstinde von den extrapolierten Werten; sie

werden durch eine Iteration innerhalb des Zeitschritts verbessert. Gleichzeitig werden der

akruelle Rand der numerischen Berechnung und die in den reilweise uberstr6mten Ele-

menten verbleibende Wassermenge korrigiert. Die Iteration wird durch eine Relaxation

beschleunigt.

5. Numerische Berechnung mit Hilfe des

Programmsystems MECCA

Die numerischen Beredinungen werden mit Hilfe des Programmsystems MECCA

(Modular Element Concept for Continuum Analysis) durchgefuhrt (BEYER, 1976; PFEIFFER

u. HERRLING 1975). Das modular aufgebaute System fuhrr die immer wiederkehrenden

Operationen durch, wie sie bei einem Finite-Element-Verfahren, bei Randwert- bzw. wie

in diesem Falle bei Anfangs- und Randwertproblemen auftreten; es 16st Organisations-
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probleme wie Ein- und Ausgabe, Datenverwaltung auf Plattenspeichern, Aufbau und
Llisen des Gleichungssystems und ermilglicht eine grafische Darstellung der Ergebnisse.
Die Eingabe und teilweise die Steuerung der Aufeinanderfolge der Programm-Moduln
(Bausteine) wird mit Hilfe einer problemorientierten Sprache durcigefuhrt.

Die einen physikalischen Vorgang beschreibenden Differentialgleichungen und die
sidi daraus ergebenden Besonderheiten eines Elementes werden in geti·enimn Element-
programmen bearbeiter, die an spezielle Bausteine von MECCA als Overlay angehingt
werden. Auf diese Weise besteht die Muglichkeir, unter Verwendung von gemeinsamen
Parametern in den Knoten verschiedene Elementtypen zu koppeln - in diesem Fall
Wattelemente und normale Elemente.

6. Numerische Ergebnisse

Die Verwendbarkeit des vorgestellten Verfahrens wird an Hand von zwei Beispielen
vorgefuhrt: Einmal wird ein Kontinuititstest in einem teilweise trockenfallenden Becken
durchgefulirt, und in einem zweiten Beispiel wird das Programm auf die Berechnung der
Tideverhiltnisse in der duheren Jade angewandt.

Fiir den Kontinuit itstest ist ein rechteckiges Gebiet mit geneigter Sohle gewahlt
worden, dessen Elementnetz und Tiefenverteilung in Abb. 7 dargestellt sind. Drei Rinder
des Beckens sind geschlossen. Am vierten, offenen Rand wird ein zeitabhiingiger ZufluE Q
vorgegeben (Abb. 8). Der AbfjuB ist so bemessen, da£ sich der Wasserstand im gesamten
Becken um 1 m erniedrigt. In den Abb. 9 und 10 werden die Ergebnisse der numerischen
Rechnung zu verschiedenen Z.eitpunkten dargestellt (Reibungsparameter 1 - 0,003; Zeit-

Querschnill

2 "1. .[1.1......,...
Elementnetz

.=. 40.5&
1

\/.4X.\2:
\/\/\/
/\.Al. i
\/1/\/

'*'-/A,L ,j."D
,/9
/  /  9 2 'k·

qEO Wasserlinie im Anfongszustand

Abb. 7. Elementnetz und Tiefenverteitung
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schritt At - 30 min). Die Beredmung hat ergeben, daf die Wassermassen exakt erhalten

bleiben.

In einem zweiten Beispiel ist die zeitabhingige Verteitung der Wasserstinde und

Geschwindigkeiten in der EuBeren Jade (Abb. 11) unter Tideeinf uB berechnet worden.

Abb. 12 ze£gtdas ge*vililte grobe Elementnetz mit den verwerideten zwei unterschiedlichen

Elementtypen. Abb
.

13 gibt die Tiefenverteilung im mathematischen Modell wieder. An

den of enen Rindern Si,1 und Si,  werden Wasserstandsganglinien als Randbedingungen

vorgegeberi (Abb. 14). Die Rechaung erfolgte mit einem Reibungsbeiwert 1 - 0,003 und

einem Zeirschritt At = 10 min. Als Ergebnisse sind in den Abb. 15 und 16 die Gesdrwin-

digkeitsverteitung und die Fljchen mit trockenen und nur teilweise uberstr6Inten Ele-

menten dargestellt. An den ersten Ergebnissen li t sich ablesen, dd das vorgescblagene
Verfallren braudibar ist.

Der Autor dankt der Deutsdien Forschungsgemeinschag die die Programmentwick-
lung im R.ahmen des Sonderforsdiungsbereiches 79 (SFB 79) „Wasserforschung im Ifustezz-

bereich" in Hannover finarizielt unterstutzte, Herrn cand. ing. J. CLAussEN fur

seine Hilfe bei der Realisierung des Programms (CLAussEN, 1976) und die Durchfuhrung
der numerischen Rechnungen und Herrn Dipl.-Ing. H. H. HENNUCH fur die Erstellung des

Elementnetzes fur die Rufiere jade.

0.25 m,ls-

-0.25 my/s

Abfrum Zut ul

Abb. 8. Vorgegebene Stramung uber den offenen Rand

Bezugswasserstand
t
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0 3 km

Abb. 9. Zustznd zur Zek 411 (links) und 8 h (rechts)
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Bezugswasserstand
 Bezugswesserstend     inI

2m,. 2mj

 Berekh der nu·nerEschen
Berechnung

  Berekh mit verbleibends
Wasserrnenge

/ trockener Berekh

1 0.2 ma

0 4 *m

Abb. 10. Zustand zur Zeit 16 h (links) und 24 h Credits)
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Abb. 14, Randbedingungen: Vorgegebene Wasserstiinde am Rand S ,1 und S ,2
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