
Dr.-Ing. Heinrich D o r e r 

und 

Frau Dipl.-Ing. Sian Hoei L i e 

SCHWALL- UND SUNKBERECHNUNG MIT IMPLIZITEN 

DIFFERENZENVERFAHREN 

Surge Cornputation by Irnplicit Difference Schernes 

Mitt. -B l . d.BAW (197 9) Nr . 45 29 



30 

Dorer: Schwall - und Sunkber echnungen 

I N H A L T 

1. Allgerneines 

2. Grundgleichungen (Saint-Venant Gleichungen) 

3. Numerische Integration der SV-Gleichungen 
mit impliziten Differenzenverfahren 

3.1 Allgerneines 

3.2 Anfangs- und Randbedingungen 

3.3 Differenzenquotienten 

3.4 Linearisierte Differenzengleichungen 

3.5 Lösung der Bandmatrix 

3.6 Ermittlung der Querprofilwerte 

3.7 Rechenprogramme 

4. Charakteristikenverfahren - explizite 
Differenzenverfahren 

5. Testrechnungen 

5.1 Rinne I 

5.2 Rinne II und Ri nne III 

5.3 Moselstauhaltung Koblenz 

6. Vereinfachte Verfahren 

6.1 Vernachlässigung der Träghe itsglieder 

6.2 Testrechnungen 

7. Instationäre Abflüsse mi t "Mittenstörung " 

7.1 Charakteristikenverfahren 

7.2 Impliz ites Differenzenverfahren 

7~3 Testrechnung 11 Feudenheirn" 

7 .4 Testrechnung "Brernrn 11 

Seite 

31 

31 

32 

32 

32 

33 

34 

40 

41 

43 

45 

47 

47 

51 

56 

62 

62 

63 

65 

65 

67 

68 

72 

8. I nstationäre Abflüsse bei Gerinneverzweigungen 78 

8.1 Einfache Ver zweigung 

8.2 Mehrfachverzweigungen 

8. 3 Testrechnungen 

9. Schriftturn 

Mit . -BLd.BAW (1979 ) Nr.45 

78 

82 

84 

93 



Dorer: Schwall• un~ Sun~berec~nunqen 

1 • ALLGEMEINES 

Die vorliegenden Untersuchungen sind die Weiterführung der Un­
tersuchungen von Dorer /7/ über Berechnungsmöglichkeiten des 
instationären Abflusses in offenen Gerinnen. 

Die Arbeiten wurden finanziell unterstützt durch: 

Bundesminis t er für Verkehr, Forschungsprojekt Nr. 93725; 

~ Deutsche Forschungsgemeinschaft, Schwerpunktprogramm 
"Mathematische- und Analogieverfahren in der Wasserbau­
forschu ng " , · Az. Do 169/1 und Do 169/2. 

Die Berechnungen wurden durchgeführt auf dem Rechner UNIVAC 1108 
im Rechenzentrum der Universität Karlsruhe. 

Die Herausgabe dieses Berichtes wurde durch den Wegzug der Mit­
autorin Frau Dipl.-Ing. Sian Hoei Lie nach Kanada verzögert. 

2. GRUNDGLEICHUNGEN (SAINT-VENANT GLEICHUNGEN) 

Die numerische Berechnung des instationären Freispiegelabflusses 
beruht auf den von BARRt DE SAINT-VENANT aufgestellten Gleichun­
gen (SV-Gleichungen), die den zeitlich sich allmählich verändern­
den Abfluß in eindimensionaler Form beschreiben. 

Die Able i tung der SV-Gleichungen und deren verschiedene Schreib­
weisen wurden i n zahlreichen Arbeiten behandelt. Siehe z.B. 
Dorer / 7/. 

Mi t de r Geschwindi gkeit v und der Wasserspiege lhöhe h als ab­
hängige Variable lauten die SV-Gleichungen: 

Kontinuitä t sgleichung: 

v Qh. Q1l. I av = _ :1. Q.E 1 ( 1 ) 
a X a t 8 a X 8 a X h = const 

Dynamische Gl eic hung: 

av . av . ah_ vlv l 
äT V ax g ax -- g k 2 Ra 4/J ( 2) 

Die Gleichunge (1 u d ( 2 ) stellen ein hyperbolisches System 
von zwei quasi l i n e are n partiellen Differentialgleichungen dar, 
das d urch n umer i s c he Verfahren integriert werden kann . 

Für das Reibungsglied in den SV-Gleichungen wird die Formel 
von GAUCKLER-S'r RICKLER ve rwendet, wobe i angenomme n wird , daß 
die k - Werte de s s t ationären Abfluss e s a uch für d e n instationä~ 
ren Fal l Gül t i gkeit haben. 

Seitlicher Zufluß q (m3 /sm) zum Gerinne (Grundwasser , Reg en , 
Versickerung usw.) wird in den SV-Gleichungen durch zusätz liche 
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Glieder berücksichtigt (siehe Baltzer /5/, Ligget /16/). 

v ah • .9Jl. . l.Q.:L = _y_ QI 1 . _g_ 
ax at 8 ax 8 ax h 8 

.Q1 • vh • a h vIv 1 q v a t a X g äX = - g k 2 Ra 4/3 - -F-

3. NUMERISCHE INTEGRATION DER SV-GLEICHUNGEN MIT 

IMPLIZITEN DIFFERENZENVERFAHREN 

( 4) 

( 5) 

Im folgenden sollen einige wesentliche Merkmale der impli z iten 
verfahren aufgezählt werden: 

Für die i mpli z iten Verfahren kann nachgewiesen werden, d aß 
sie "bedingungslos stabil~' sind, d.h., daß die COURANT- Be­
dingung nicht eingehalten zu werden braucht. Siehe Kamphuis 
/15 / , Ligget /16/, Strelkoff /25/. Es können also gegenübe r 
relativ kleinen Wegschritten ~x große Zeitschritte 6t ge­
wählt werden , was bei der Untersuchung langer Wellen (HW­
Wellen, Tide) Rechenzeit einspart. Allerdings steht dem Vor­
teil gr oßer Ze itschritte der Nachteil abnehmender Genauig­
keit gegenüber. Bei der Wahl großer Zeitschritte ist des­
halb eine Vergleichsrechnung mit kleineren Zeitschritten zu 
empfehlen, um den Einfluß der Größe von ~t auf die Genauig­
keit des Verfahrens abschätzen zu können. Siehe Preissmann 
/22/, Sevuk /24/. 

Die Wegschrit t e ~ x können ohne Einfluß auf d en Zeitsc hritt ~t 
verschieden groß gewählt werden, so daß z. B. Singularitäten 
im Gerinne gut beschrieben werden können. 

Im Unterschied zu den e xpliziten Verfahren, die relativ e i n­
fach zu programmierende Algorithmen aufweisen, muß bei den 
impliz i ten Verfahren ein größerer Aufwand an Prog rammierar­
beit in Kauf genommen werden. Das Hauptproblem hierbe i i s t 
die Auf lösung von extrem großen Bandmatritzen. Bei der Ver­
wendung von Unterprogrammen bzw. Prozeduren können einmal 
erstellte Programmbausteine jedoch leicht immer wieder zu 
verschiedenen Programmen zusammengestellt werden. 

Zur Ourchführu g der Berechn ngen müssen neben der Gerin e geome­
trie s owie der die Verluste beschre ibenden k-Werte Anfangs- und 
Randbedingungen gegeben sein. 

Als Anfangsbedingung ~st der Ve r l auf entlang des Gerinnes zur 
einer Zeit t

0 
von Wasse~spiegelhöhe h( x, t

0
) und Geschwindig-

keit v (x, t
0

) bzw. Abfluß Q (x, t
0

) erforderlich. In der Regel 
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kann hierfür ein Ruhezustand v = 0 oder eine stat ionäre Stau­
kurve verwendet werden. Die Staukurvengleichung kann aus Glei­
chung (2) durch Weglassen der Zei tableitung gewonnen werden: 

v_Q_y_• J!h=- v2 
dx gdx k2Ra413 

( 6) 

Die Lösung dieser gewöhnl ichen Differentialgleichung erfolgt 
durch ein übliches Differenzenverfahren und liefert h und v 
entlang des Gerinnes zur Zeit t • 

0 

Als Randbedingungen müssen an den Gerinnerändern entweder der 
zeitliche Verlauf von Wasserspiegelhöhe h bzw. Geschwindigkeit v 
oder Abfluß Q gegeben s ein oder eine Beziehung zwischen Wasser­
spiegelhöhe h und Geschwindigke i t v bzw. Abfluß Q (z .B . Schlüs­
selkurve , Überfallgle ichung usw.). 

Bei den expliziten Verfahren werden mit bekannten Werten von h 
und v zur Zeit t. (siehe Abb. 1) jeweils für die unbekannten Wer-

J . 1 
te h und v an einem Net zpunkt zur Zeit tJ+ zwei Gleichungen auf -
gestellt, aus denen h und v explizit berechnet werden können. 
Bei den impliziten Verfahren werden Gleichungen aufgestellt, die 
jeweils die Unbekannten h und v von zwei (oder mehreren) Nutz­
punkten enthalten. Man erhält so ein Gleichungssystem, in dem 
alle Unbekannte h und v entlang des ganzen Gerinnes implizit 
enthalten sind. Siehe hier zu z.B. Amein u.a. /1/, /2/ , /3/, 
Dronkers /10/, Fang /11/, Gunaratnam u.a. /12/, Halliwell u .a. 
/13/, Miller / 20 / etc •• 

j + 1 j+ 1 
eri eri + 1 

tj+1 p R 

L M 
j 

er, 
j 

er i +1 

' I • 
XI XE-1 XE 

• X 

Abb. 1 Differenzenschema 
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Für das vorliegende implizite Differenzenverfahren werden zur 
Annäherung der Differentialquotienten a( )/ ax und a ()/at folgen­
de Differenzenquotienten gewählt : 

l 

( 7) 

Damit die mit diesen Differenzenquotienten aufgebauten Berech­
nungsverfahren stabil sind, muß der ~-Wert zwischen 0,5 und 1,0 
liegen. Im vorliegenden Fall wird ~ = 0, 6 6 angenommen. 

Wenn in die Differentialgleichungen (1) und (2) neben den Dif­
ferenzenquotienten (7) auch die Werte für die Funktionen von h 

und v zur Zeit tj+1 als Unbekannte eingeführt werden, erhält 
man nichtlineare Differenzengleichungen. Die Differenzengleichun-

gen werden linear, wenn die bekannten Funktionswerte zur Zeit tj 
angenommen werden: 

( 8) 

Für das Verlustglied Je = vlvlk 2 R 4/ 3 ist diese volle Lineari­a 
sierung nicht möglich, da das quadratische Widerstandsverhalten 
nicht mehr gegeben ist. Hier hat sich eine Linearisierung durch 
Reihenentwicklung des Verlustgliedes bewährt (siehe Strelkoff 
/25/), Je wird durch eine Taylor-Reihe angenähert, wobei nur die 

linearen Glieder berücksichtigt werden: 

Die Taylor-Reihe lautet: 

vlvl _ vlvl 
Je= k2 Ra 4lJ - _R_2_ 

R = k Ra213 

J IH=J li.aJej i (vi~ l- v i \ e I el av I I 1) 

+ .2J!jj ..Q.ß_ lj(hJ•I_ hj) a R i dh 1 I 1 

Mitt.-Bl.d.BAW (1979) Nr.45 
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Mit 

a Je = • 1.l.Y.L o V R2 

(9) 

ergibt sich: 

J l i: l =J l i· llYll i( vi:l_vi) e 1 e 1 R 2 1 1 1 

( 10) 

_ 2Jej J ..Q...R_ji(hH-hi) 
R i d h i I I 

Aus den Gleichungen (4), (5), (7) und (10) ergeben sich die 
Differenzengleichungen: 

'-

V !i.ll •V !il {}(HH !i.l) -HH iil l • (1 - {})(Hii·ll-Hiill 
2 t.x 

( HH 1 i •ll • H H 1 i l ) - ( H I t•ll • H lil ) 
• 2 6. t 

= 1 (l.hl + V (I · ll ) 1 ( 0 F X L • 0 F X M ) 7. 81 t1 ~ 2 

g ~(HH! i · ll- HH! tl) • (1 - ~HHi i· ll - Hiil) 
t.x 

(VV! i· ll•VV!t ll- (VIi·il•VIil) 
+ 2 6. t 

-]_[Je !il •Je! i>ll• 1lYillJ ( VV! il- V! il) 
2 Rlil2 

·_1..kw_ Sl! il ( HH!il- H!i l l 
R lil 

Mitt . -Bl. d.BAW (1979) Nr .4 5 
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Fo l gende Bezeichnungen gelten: 

Unbekannte Werte zur Zeit tj+1 werden mit Doppelbuchstaben 

bezeichnet (HH , VV) zur Ze it t j mit Ein fachbuchstaben (H, V, F, 
B , R • •• ). 

Die Glieder oF/ ox (für kons t ante Wasserspiegelhöhe) an den Punk­
t en L und M (siehe Abb. 1) werden mit DFXL und DFXM bezeichnet: 

OFXL=QI.I =(FM -FL \ ax HL =cons t. !J.X )HL 

OFXM- _Qf_l -(FM -FL) - ax HM = const~ !J. X HM 

Die Änderung des Re ibungsg lie des R = k R 
2

/ 3 mit der Was s e r-
spiegelhöhe wi r d be ze ichnet: a 

SL! i l = ~~ I ~ . d R IJ Sllt·ll = dH ;.1 

Die Gle ichungen ( 11 ) und 12) lassen sich a uf f o lgende Form 
bringen: 

HHiil Ol2i.21 • VV iil O l2i . JI 

• HH ii ·ll 0 12i,41 + VV Ii·ll Ol2t .51 = XV l 2il 

HHiil Ql2i·l.11 + VVI i l 012 i· l.21 

• H Hli·ll Ol2i·1.3l • V V!i·ll Ol2 i·l. 4 1 = X VIZi · ll 

Ol2i .3l =-~CD 

Ol2t , 4) = ~f +~CA 

OIZ i.Sl = ~CD 

XV IZtl =- b.zx CFCG-CE · CD 

· ~ ~ CC - CA · CB 

Mitt.-Bl.d.BAW (19 7 9) Nr.45 
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OK·6X 
Q(2i·l,1)=-~- 2 

CA 6x OG -6x 
Q(2i·1 .2 )=-~zg·6t2g+ 2 

Ol2i·1.3l= ~- Ol/x 

0 (2
. 

1 
-~CA 6x • OH -6x 

I•1.4='Vzg·6t2g 2 

X V t 2 ; ·ll = - [ 0 F - 0 G · V 1 i l - 0 H · Vli·l l• 0 K H t i l 

CA CE • 
2g 

CA · 6x 
2g 6 t 

CA=V til•Vti·ll 

CB =(1-.{1) ( Ht i·ll -H til ) 

CC = Htil • H li·ll 

. CE= (1-~) (Vt i·ll -Vtill 

C F = fu • .Y..u.:lL 
Stil Bli ·ll 

CG = OFXL • OFXM 

OF = Jei il • Jel1·ll 

DK = 2 Je til~ 
R 111 

J s LI i·l) 
OL= 2 el 1·1l R li·ll 

Mitt.-Bl. d . BAW (1979) Nr . 45 
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Die Gleichungen (14) und (15} stellen ein lineares Gleichungs­
system dar mit den Unbekannten HH und VV an den Netzpunkten i 
und i + 1. Für eine Gerinnestrecke mit E Stationen= Querprofilen 
ergeben sich (E- 1) Gleichungspaare (14)/(15), d.h. (2 E- 2) 
lineare Gleichungen. Insgesamt sind auf der Gerinnestrecke E 
Unbekannte HH und E Unbekannte VV vorhanden, insgesamt also 2 E 
Unbekannte. Die für das vollständige Gleichungssystem noch feh­
lenden zwei Gleichungen werden durch die Randbed i ngungen gebil­
det. 

Das endgültige Gleichungssystem hat folgende Form: 

XVt1l = f[HH!ll, VV111] 

XV121 = f[HHtll, VV11l, HH121 , VVtzl) 

( 1 8) 

XV!3l = f [HHtl l. VV11 1. HH 121, VV1 21] 

XV121 l = f (HH !il, VV!il, HH !l·ll, VV! 1·ll ) 

XV121 ·ll = f [HH! il, VV!il, HH !I·ll, VV !I·ll ] 

XV!2E-2l= f[HH!E -ll ,VV!E-ll,HH!El,VV!El] 

XV!2E -ll = f[HH!E-ll, VV!E-ll , HH!El,VV!El) 

XV!2El = f(HH !El,VVtu) 

In Matrizenschreibweise ergibt sich: 

II A II * II X II = II X V II ( 1 9) 

Mitt.-Bl.d.BAW (1979) Nr.45 
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0 

I 0 24 alS 0 
0 33 a34 0 

I a 42 a 43 0 44 a 45 

o51 0 I a 62 0 53 0 54 

) j j } } > > > > ' 
, , , ; j j 

02~ -5.1 02~-5.2 02~-5.3 02~- 5.4 0 

0 a2~-4.2 a2~-4.3 a2 ~-4.4 a2~- 4.5 

a2~ -3. 1 a 2~-l2 o2 ~ -l3 a2~-3.4 0 

0 0 a2~-2.2 a2~ -2.3 a~-2/. a~-2. 5 

a2~- 1.1 a2e - 1.2 a2~- 1 . 3 o2~- 1 .4l 

0 a2e. 2 a2e.3 I 

Differenzengleichung in Ma trizenschreibweise 

I HH ( 1) 

vv (,) I I XV ( 1) 

XV ( 2) 

I HH (2 ) XV ( 3) 

XV ( 4) VV(2) 
t:l 
0 

HH( 3) XV ( 5) 11 
ro 
11 

Cf) 

0 
;:J' 
~ 

X = PJ 
1-' 
1-' 
I 

c 
::_j 

~ 

HH(~-2) XV (l~ - 5) 
Cf) 

c 
::_j 

VV(~ - l) XV(2Q - 4) "' 0' 
ro 
11 

HH (~ -1 ) XV(2• - 3) ro 
0 

VV (~-1) XV(2~-2) 5 
c 

I HH ( ~) I I X V( 2~-1) I ::_j 

I.Q 
ro 

I IJIJ (e) I I XV C2e) I ::_j 
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Die Matrizengleichung (19) wird mittels eines für eine Band­
matrix zugeschnittenen Gauß'schen Eliminationsverfahrens ge­
löst. Siehe Thurnau /26/. 

Diese Methode besitzt folgende Vorteile: 

Einsparung von Rechenzeit, da Nul len außerhalb des Bandes 
der Matrix bei der Rechnung nicht berücksichtigt werden, 

die große (2 W + 2 E) Matrix wird auf eine (2 E + 5) Matrix 
reduziert mit entsprechender Einsparung von Speicherplat z 
im Computer, 

das Verfahren verwendet die "Maximum-Pivot-Strategie" mit ent­
sprechender Erhöhung der Rechenstabilität. 

Die Matrix A (siehe Abb. 2) wird in eine obere Dreiecksmatrix 
gemäß Abb . 2 transformiert. Hierbei wird als "Pivot-Element" je­
weils das größte Element de r jeweiligen Spalte von A verwen­
det. Gleichzeitig wird die Singularität der Matrix A durch 
den Nachweis getes tet , daß das Pivot-Element grö ßer i st als ein 
vorgegebener Wert. Mit der oberen Dreiecksmatrix gemäß Abb. 3 
können die Unbekannten HH und VV ausgehend von VV(E) rückwärts 
durch fortgesetzte Substitution berechnet werden. 

a 12 o 13 o 14 a 15 

a 22 a23 o24 a25 0 
o 32 o 33 o 34 o 35 

0 
042 043 044 045 

o2~t-4.2 a2~t-4.3 a2•-.t..4 a2e-4.S 

0 o2e- U a2e-2.3 

a2~t-U 

Abb . 3 Obere Dreiecksmatrix A aus Gleichung (19) 

Mitt. -Bl. d.BAW (1979) Nr.45 
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Die Gerinnegeometrie wird durch Querprofile im Abstand 6x 
beschrieben. Die Profile we r den für die Rechnung durch einen 
Polygonzug angenähert, der Polygonzug selbst wird durch y - z 
Koordinaten beschriebe n (siehe Abb. 4). 

z 
...... t------------- 8 = BR 

(Re) 

"'-------- B*= BRS -----•-~1 

~----------------------------------------------~--v 

Abb. 4 Querprofil mit Vorländern - Bezeichnungen 

Bei gegliederten Querschnitten e ntsprechend Abb. 4 wird in der 
Regel angenommen , daß Vorländer bzw. Teile derselben nicht am 
Abf luß t e ilnehmen, sondern sich lediglich füllen und entleeren. 
Mit d ieser Annahme ergibt sich für d ie Kontinuitä tsg leichung: 

mit 

F = F1 ·FRS•FJ 

v aFRS. FRS a v . M = v 
ax ax at 

Mit F=f( x , h(x , t ) ) ergibt sich 

v ( a F R S Q! • o F R S illl) . F R S _Q_y_ • QI QJl = 0 
ax ax oh ax ax ah a t 

L 

Mitt.-Bl.d.BAW (19 7 9) Nr . 45 4 1 
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Mit Bd h = dF ergibt sich 

BQ.b_ • v 8 R S _Q_h • FR S _Q_y = - v ..a..EB..il a t a X a X a X h' const ( 21 ) 

Die dynamische Gleichung lautet mit RR als hydraulischem Radius 
des durchströmten Teil des Querprofils: 

Abb. 5 

av av ah- vlvl Ff • vax • g ax - -g kZRR413 (22) 

~ 
RE1=RE1 

FR = BR = U: ~ 
FRS:BRS:US: ~ 

• J für i = 1 ( 1 J REl 

I OiY :Y CN •1 ) • Y(N) I D1Z = Z(N•1) = Z(N) 

• ( WSP > Z (N) WSP>Z(N•1)~ 

~ OF:OiYo (2·WSP- Z ( N)-

WSP>Z(N+1)} Z(f\+1))/2 

• DU = f(u,v 2.o;z2 J 

I OF:OU:OB:0 I OB= 01Y 

~ HD1 = WSP - Z ( N• 1) D1H= WSP- Z (N ) 
ZZ = o,v.HDi/ (Z(N ) - ZZ:OIY-OiH / 2 

ZCN•1 )) OU:{<01H 2+ZZ 2) I DU: DU+ ~ 
OF = Z Z · H01/2 WSP-Z(NJ 

OF: ZZ·D iH/2 
I DU= {(zz 2.HOi 2 ) OB= ZZ 

OB= ZZ 

I I 

I FR:FR+DF 

1 BR:BR+DB 

~ 
( LN~N <RIJ 

• FRS:FRS+DF 

us = us • DU 

BRS:BRS+ OB 

RR :FRS/US 

RA= KF 2 x RR ( 4/3) 

w 

Prozedur GEOMETRIE zur Ermittlung von Fläche, Wasser­
spiegelbreite und Reibungsglied bei Abfluß Lm Flußbett 
eines gegliederten Querschnitts 

Mitt.-Bl.d.BAW (1979) Nr.45 
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In Abb . 5 is t d a s F lußd iagramm der Prozedur GEOMETRIE darge­
stellt , mit der Fläche und Wasserspiegelbreite des gesamten Pro­
fils sowie des durch strömten Teils (FR, BR, FRS , BRS) und der 
hydraulische Radius RR des durchströmten Teils bestimmt wer-
den können. 

Für die Be reitstellung der Gerinnegeometriedaten bes tehen drei 
Mög l ichkeiten: 

Die Profile werden in Form von y/z - Koordinaten bereitge­
ste ll t , immer wenn die Berechnung es erforderlich macht, 
werd e n mit der Prozedur GEOMETRIE die erforderlichen Quer­
schnittswerte berechnet. Diese Methode ist sehr r echenzeit­
aufwendig . 

Mittels der Prozedur GEOMETRIE werden gesondert für jedes 
Profil fü r verschiedene Werte der Wassersp i e ge lhöhe Wsp die 
Profilwert e berechnet. Die Werte für Flächen, Wasserspiegel­
breiten und Reibungsgl ied werden als Tabellen zur Verfügung 
gestellt , vom Programm verlangte Werte für bestimmte Wasser­
spiegelhöhen werden interpoliert. 

Die Tabellen für Flächen un d Reibungsgl ied werden durch Poly­
nome approximiert, als Prof i ldaten werden die Koeffizien-
ten der Polynome vorgegeben . Bei dieser Methode können die 
Wasserspiegelbreiten j eweils aus der Beziehung B = dF/dh 
berechnet werden. 

In Abb. 6 ist das allgemeine Ablaufschema des Programms zur Be­
rechnung des instationären Abflusses mittels eines impliziten 
Verfahrens darges tellt. 

Die im Ablaufschema ange führte Prozedur IMLINEAR ermittelt nach 
einer impliziten Methode die Werte für Geschwindigkeit v und 
Wasserspiege lhöhe h entlang des Gerinnes an den einzelnen Pro­
filen zur Zeit t + ßt aus den bekannten Werten zur Zeit t. 
In Abb. 7 ist das Ablaufs chema dieses Unterprogrammes dargestellt . 

Bei unterschiedlichen Randbedingungen müssen die entsprechenden 
Koeffizienten der Matrizen "A" und ßXVU geändert werden. 

Zum Beispiel gilt für eine Randbedingung links Q = f (Zeit) 
(Abflußganglinie): 

Vlll = _Q_ 
Ftn 

0 (1)) = 0 

0114) = 1 

X V111 = _lL 
F11 1 
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Dor e r: Schwall- und Sunkberechnungen 

Ermittlung der Anfangsbe-

dingung - Staukurvenberechnung 

Ausgabe der Anfangsbedingung 

t = t+f1t 

Prozedur IMLINEAR : 
Ermittlung der Unbekannten 
v und h 

Ausgabe der Ergebnisse 

für einen Zeitschritt 

+ 

Abb. 6 Schematisches Ablaufschema des Rechenprogramms 
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Abb. 7 

Dorer : Schwall- und Sunkberechnungen 

Ermittlung der Profilwerte 

Fläche . Wsp - Breite Reibungs­

glied für Werte von h zur 

Zeit t 

Berechnung der Koeffizienten 

der Matrix II A II und II XVII 

aus Gl. (14) und (15) und 

aus den Randbedingungen 

Berechnung der gesuchten Werte 

v (Geschwindigkeit) und h 

( Wassersp ieg elhöhe) zur Zeit t. fit 

mittels der Prozedur BANDSOl V E 

noch /31/ 

Schematisches Ablaufdiagramm der Prozedur IMLINEAR 

Für die Randbedingung rechts h = const (Mündung des Gerinnes in 
eine n See mit F = oo ) gilt: 

0!2E . 2l= 1 

0 !2E .Jl= D 

XV!El = HRECHTS 

4. CHARAKTERISTIKENVERFAHREN - EXPLIZ ITE DIFFERENZENVERFAHREN 

Für das Charakteristikenverfahren werden die SV-Gleichungen (1) 
und (2) in ein System v on vier gewöhnlichen Differentialgleichun­
gen umgeformt. Siehe Dorer /7/. 

,rr..d...Y.. dh. vaFj ,f.T vlvl _ 0 VYß dt- gdT - gßax h • VQß g k l Ra4 tJ -

ill._ = V • , CTg ..E 
dt - VY ß 
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"'0 
c: c · 

cx: 

-
t 

Abb. 8 

0 

Dorer: Schwall- und Sunkberechnungen 

2 

I 
I 
I 
I 

Anfangschara kteristik I 
Grenze Stationär - Jnstationär I 

I I I : I 
,.-11 x ---j Fl

1
ufl- Profit

1
e : 

3 4 5 6 7 
_ .... _ x [m] 

7' 

26 

17 

6 : E -1 

"0 
c: 
0 

cx: 

Charakteristiken mit veränderlichem Netz-Rechenschema 

Die Gleichungen (25) und (26) stellen in der x, t - Ebene die 
Vorwärts- und Rückwärtscharakteristiken dar. Diese Charakteri­
stiken werden als krummliniges Koordinatensystem dazu benutzt, 
die Punkte zu bestimmen, an denen die Werte für Wasserspiegel­
höhe h und Ges chwindigkeit v berechnet werden, wobei die s.g. 
Kompatibilitätsgleichungen (23) und (24) benutzt werden, 
(siehe Abb. 8). 

Die Charakteristiken beschreiben die Ausbreitung von Infinitesi ­
malwellen entlang des Gerinnes. Instationäre Vorgänge lassen sich 
als Überlagerung dieser Infinitesimalwellen ansehen. Das Charak­
teristikenverfahren ist deshalb dasjenige Verfahren, das die 
physikalischen Vorgänge am besten beschreibt. Bei Fehlen von 
Natur- bzw. Modellmessungen wird es darum oft an deren Stelle 
dazu verwendet, die Güte anderer Verfahren zu beurteilen durch 
Feststellung der Abweichungen zum Charakteristikenverfahren. 

Ein Nachteil des Charakteristikenverfahrens ist der große Rechen­
aufwand. Gegenüber den Verfahren mit festem Netz kommen noch die 
Unbekannten x (Weg) und t (Zeit) hinzu. An jedem Punkt des 
Charakteristikennetzes in der x,t - Ebene müssen vier nicht­
lineare Gleichungen mit den Unbekannten h, v, x, t gelöst wer­
den o Gerinneverzweigungen verursachen einen zusätzlichen Rechen­
aufwand. Gerinne mit Mehrfachverzweigungen sind mit diesem Ver­
fahren praktisch nicht mehr zu behandeln. 

Die Anwendung des Charakteristikenverfahrens beschränkt sich 
auf einfache Gerinne und hat vor allem für kurze steile Wellen 
Bedeutung, (z.B. Schwallvorgang bei Betrieb von Schleusen und 
Kraftwerken). 
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Dorer: Schwall- un d Sunkbe rechnungen 

Die expliziten Verfahren arbeiten mit einem festen Rechtecknetz 
in der x,t - Ebene mit den Maschenweiten ~x (Weg) und ~t (Zeit). 
An jedem Netzpunkt werden die Unbekannten h und v explizit aus 
zwei Gleichungen berechnet, wobei Werte für h und v aus dem 
vorhergehenden Zeitschritt benutzt werden. Zur Aufstellung die­
ser Differenzengleichungen können im Feld sowohl die SV-Glei­
chungen (1) und (2) als auch die Charakteristikengleichungen 
(2 3) und (24) verwendet werden, an den Rändern sind immer die 

Charakteristikengleichungen (23) und (24) erforderlich. 

Zur Gewährleistung der Stabilität muß bei den expliziten Ver­
fahren die COURANT-Bedingung eingehalten werden: 

mit 

t.t(lvl•c) =COU~1 
t.x 

c =VQf 

( 2 7) 

Bei vorgegebenen Profilabständen ~x , die bei einer ~ ausreichend 
genauen Beschreibung der Flußgeometrie nicht übermäßig groß ge­
wählt werden können, ergeben sich nach der COURANT-Bedingung 
entsprechend kleine Zeitschritte ~t . Dadurch ste i gt der Rechen­
aufwand bei langen Wellen (Tide, HW- Wellen) erheblich an. 

Aufgrund dieser Gegebenheiten werden vor allem bei langen Wel­
len implizite Verfahren den Charakteristikenverfahre n mit ver­
änderlichem Netz sowie den expliziten Differenzenverfahr en vor­
gezogen. Implizite Verfahren erfordern zwar einen g rö ßeren Pro­
grammieraufwand, kommen aber in der Regel durch die Möglichkeit 
der Wahl großer Zeitschritte t.t mit kleinerem Rechenaufwand 
aus. 

5. TESTRECHNUNGEN 

Um die verschiedenen Berechnungsverfahren (Charakteristikenver­
fahren mit veränderlichem Netz, explizite und implizite Diffe­
renzenverfahren) miteinander zu vergleichen , wurden in gedach­
ten Rinnen mit verschiedenen instationären Abflußvorgängen 
Testrechnungen durchgeführt. Die angenommene Rinne I ist i n 
Abb. 9 dargestellt. 

Als Anfangsbedingung wurde ein Ruhezustand mit einer Wassertiefe 
von 4,00 m angenommen. Am linken Rand wurde die in Abb . 9 einge-

tragene zeitliche Änderung des Zuflusses Q (m3/s) angenommen, 
am rechten Rand eine konstante Wasserspiegelhöhe wie beim Ruhe­
zustand. 

Folgende Rechenverfahren wurden miteinander verglichen: 
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I 
I 

Dorer: Schwall- und S un kberech n ungen 

Charakteristikenverfahren mit veränderlichem Netz 

Explizit-verzahntes Differenzenverfahren 
(siehe Dorer /7/) mit Courant-Zahl Cou = 0 1 9 

Implizites Differenzenverfahren. 

Folgende Maschenweiten wurden bei den Untersuchungen gewählt: 

t-.x = 150, 100 1 50 1 2 5 m • 

.,_.,_ __________ L = 1200 m --- ----------. 
~ 

1 
Ho:4,0m 

t 
~· i' '" ~ '., " !"'• ..... •v• ' ~ I 

0,3 0,6 0,9 1,2 
, .... B :60m ... km :~x 

Anfa ngsbedingung Rand Links Ran d Rechts 

Qo = 0 m3/s 

Ho = 4,0m 

Abb . 9 

t (sec l 0 100 200 300 H = konst .: 4,0m 
3 

Q [ m/s J 0 35 12 0 

Te s t rechnung Rinne I: Ger i nne abmessungen 1 Rand- und 
Anfangsbedingungen 

Testrechnung Rinne I 
m Wasserspiegelhöhenverlauf für X= 0 

I - - I 4.2 

4.1 

L 

Abb . 10 

--- ~harakt@ r istiktn mit v~rändHI. Netz 

= 100 m 15 s lmp1izitos 
• 50 m 7,5 s Verfahren 

Cl. X = 150, 100 o SO, 25m 

=150 m Ät , 20s} 

-------- = 25m 5 s 

Rinn e I , zeitl i c her Wasserspiegelverlauf arn linken 
Rand, expl'zi es Verfahren 
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Dor e r: Schwall- u n d S un k b e r echnun g en 

Die Testrechnungen für die angenommene Rinne I mit Rec hteck­
querschnitt mit konstanter Breite ergaben für die i n Abb . 9 
angegebene zeitliche Zuflußänderung am linken Rand, die in etwa 
einer normalen Schleusung entspr i cht, für die einzelnen Ver­
fahren folgende Ergebnisse: 

4.1 

4.0 

Bei dem Charakteristikenverfahren mit v e rände rliche m Netz 
hat die Maschenweite ~x keinen merkbare n Einf luß auf d ie 
Reche ne r gebnis se, sehr wahrscheinlich bedingt durc h die 
gleichbleibende Gerinnebreite, im Gege n s a t z zu de n früheren 
Untersuchungen mit Querschnittserwe iterung (s iehe Do r er / 7/) . 

Testrechnung Rinne I 

m Wasserspiegelhöhenverlauf für X= 0 

__ _l __ 

I 
i 
! 

1---- 1- -- L--L 
--- Charak t~ristiktm mit v~rändNI.Netz: 

.6x = 150, 100 , 50 , 25m 

=150m ß t = 20 sl 
= 100 m 1 5 s ln1plizites 
= 50 m 7,5 s VerfahrPn 
= 25m 5 s 

3 . 81~----~----~-----+----~----~------~----+-----~----~----~-----+--. 
0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Minut~n 

Abb. 11 Testrechnung Rinne I, zeitlicher Wasserspiegelverlauf 
am linken Rand, implizites Verfahren 

Bei dem gewählten expl iziten Verfahren sind bei einer Courant­
Zahl von 0 ,9 Maschenweiten von ~x = 50 m bzw. ~x = 25 m er­
forderlich, um die Ergebnisse des Charakteristikenverfahrens 
mit veränderlichem Netz einigermaßen zu erreichen. 

Bei dem impli z iten Verfahren sind ebenfalls Maschenweiten 
von ~x = 50 m bzw . ~x = 25 m erforderlich bei Zeitschritten 
~t = 7,5 s b zw. ~t = 5 s, um die Ergebnisse des Charakteri­
stikenverfahrens mit veränderlichem Netz annähernd zu errei­
chen. (Siehe Abb. 10 , 11 und 12). 
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Dorer: Schwa l l - und Sunkber ec hnung en 

Testrechnu ng Rinne I 
m Wasserspiegethooerwerlauf für X = 0 

-~---;- -----+--
1 ~ 
I ' 

--- Charakteristiken mit verändert. Nm 

~~: :~~~: ~~ ~ ,ifr].~: ::.:.: , ... h ... 

------- = 20 s m1t AX =25m 
= 10 s 

--- = 55 

3.a+---+---+---+---+---+---f---+----.----..J_---+----+-. 
0 

Abb. 12 

2 4 5 6 7 8 9 10 Minuten 

Testrechnung Rinne I, zeitlicher Wasserspiegelver­
lauf am linken Rand, implizites Verfahren 

In Abb. 13 sind für die einzelnen Rechenläufe die CPU-Zeiten 
zusammengestellt. Es zeigt sich, daß bei den hier zu unter­
suchenden "kurzen" Wellen das implizite Verfahren Rechenzei­
ten in der gleichen Größenordnung benöt igt, als das Charakteri­
stikenverfahren und das explizite Di fferenzenverfahren. 

x = 150 m 
t!t (s) CPU(s) 

x = 100 m 
t! t (s ) CPU( s ) 

x = 50 m 
t!t(s) CPU(s) 

x = 25 m 
t!t(s) CPU(s) 

C ar.veränd.Netz 'V45 4,41 8 , 66 "-'15 30,74 'V7,5 126,16 

Expli zit Cou=0 ,9 4 ,31 'V14 5 ,1 9 'V 7 13 t 11 "-'3,5 39,86 

Implizit 

Abb. 1 3 

20 

45 
60 
90 

5,93 

3,02 
2,53 
1,99 

15 

30 
45 
60 

9 , 83 

5,75 
4 , 42 
3 , 31 

7,5 35,74 

15 

30 
45 

18,35 

10,43 
7,39 

5 108,03 

10 47 , 23 

20 
30 

60 
90 

27,87 
19,05 

9,61 
7,02 

Testrechnung Rinne I, Zusammenstel lung von Maschenwei­
te, Zeitschritt und CPU-Zeit für die einzelnen 
Rechenläufe 
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Dorer: Schwall- und Sunkberechnungen 

= 

T 
~10 E 

= = 

1 

Anfangsbed ingung_;_ 

Geschwindigkeit v = 0 

Rand links - (Pro fil 0) : 

t [sec] 

Rand rechts : 

freier Überfa ll 

Wassertiefe H = 4m 0 = 150 (Wsp - 4)Jt . 

Abb. 14 Testrechnung Rinne II: Gerinneabrnessungen, Rand~ und 
Anfangsbedingungen . (Siehe Dorer /7/) 

Mit den gedachten Rinnen II und III wurden Testr e c hnungen durch­
geführt bei veränderlic hen Gerinnebreiten. Die Ger inneabmessun­
gen sind in den Abb. 14 und 15 dargestellt, die Rinne II wu rde 
aus früheren Untersuchungen (siehe Dorer /7/) übernommen. 

Abb . 15 

[ 

: CdOOO m ]· 

~ Ho:4 0 m __.., Qo :O t 

~ ~XXk .. R ~<:« V V <X< V <X <X> IKX V<RV V<X<JO<V R""""" "' VV<X<x< VQ(O <VO«i<X VV<XVVQU \N( 0\t ~ 

An fangsbed ingung Rand l in ks Rand R ~c ht s . 

Qo = 0 H = konst. ~.O m 

Ho = ~.Om 

Testrechnung Rinne III: Gerinneabrnessungen, Rand- und 
Anfangsbed i ngungen 

Mitt .-Bl.d .BAW (1979) Nr.4 5 51 



52 

Dorer: S chw a l l - und Sunkbe r ec h n u ngen 

Die Masche nwe iten ~x und ~ t, die Randbedingung links und die 
Anfangsbedingung wurden von den Te stre chnungen mit Rinne I bei ­
behalten, wie auch die Berechnungsverfahren: Charakteristiken­
verfahre n mit veränderlichem Netz als Bezugsverfahren, sowi e 
exp lizi tes und implizites Differenzenverfahren. 

Testrechnung Rinne II 

m zeitlicher Wasserspiegelverlauf für X = 0 ( Ii nker Rand) 

I 
( I 
I I 

I 
\ I I 

\, _ _)/ 

-- Olaralcttrist ikon mit ve rändert . Netz 
t:.x, 25m 

- -- ·- 6X•I50m 
'100m 
' SO m 
' 25m 

6t ' 25 s) ' 20 s lmpl iz ites 
'?,Ss Verlohren 
' 5 s 

__[ _____ J --+--
\ 

\ 

......... ---

3.93 +--___,---------+---.------.----"----'----4-----l---+-• 
0 

Abb. 16 

10 Minuten 

Testrechnung Rinne II, zeitlicher Wasserspiegelver lauf 
am linken Rand , imp li zite s Ver fahr e n 

Die in den Rinne n II und III mit v e r ä nde rlicher Rinne nbre ite 
durchge führten Testr e chnungen e rgaben folg e nde Erge bni s se 
(siehe Abb e 16 bis 21) : 

Bei dem Charakteristikenve rfahren mit veränderlichem Netz 
wurden die Ergebnisse der früheren Un t ersuchungen von Dorer 
/7/ bes t ätigt: Die Rechnung stabilisierte sich bei Profil­
abs t änden von ~x = 50 und ~x = 25 m. 

Sowohl be i dem explizite n Verfahren mit de r Courant-Zahl 
Cou = 0,9 al s a uch bei dem impliziten Verfahren müssen wie 
bei der Rinne I Maschenweiten von ~ x = 50 m bzw. ~x = 25 m 
bei Zeitschritten von ~ t = 3,5 s bis ~ t = 7 s gewählt wer­
de n, um die Ergebnisse des Charakteristike nverfahrens mit 
beweg lichem Ne tz einigermaßen zu erreichen. 
In den Abb. 22 und 23 sind für die einzelnen Rechenl ä ufe die 
CPU-Zeiten und die Zeitschritte t zus ammengestellt . 
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Dorer: Schwall- und Sunkberechnungen 

m Testrechnung Rinne II 
zeitlicher Wasserspiegelverlauf für X=O (linker Rand) 

4 .00 

Abb. 17 

m 

3. 

3.94 

L 

Abb. 18 

/~/ \ I I i I 
---OlaraktoristikM m~ vorändorl. Notz 

tJ.x • 25m 

~~~~~~ -~ tl.t ~ ,5:)1mplizit .. Vorfahron 
- ·- ·- · - = 20 • tl.X =25m 
--··-- ·· : 40. 

I 

--L-

! 

I 

-I 
I 

8 10 11 MinutM 

Testrechnung Rinne II, zeitlicher Wasserspiege l ver­
lauf am linken Rand, implizites Verfahren 

I Testrechnung Rinne Ill 

J zeitlicher Wasserspiegelverlauf für km 0.6 
I I I I 

I 

Cho.rakt~rist i ~!fl mit v~ränderl. Netz 
--L\X=25 •50m 

=150 m 
=100 m 

10 II 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 
Ninuttn 

Testrechnung Rinne III, zeitlicher Wasserspiegelver­
lauf bei km 0,6, Charakteristikenverfahren mit ver­
änderlichem Netz 
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m 

4.05 

4.02 

3.94 

Abb. 19 

m 

\.06 

Dor e r: Sc hw al l- und Sunkbere ch nung e n 

I Testrechnung Rinne JII 

zeitlicher Wasserspiegelverlauf für km 0,6 
I I ' 

Charaktt ristHceon mit vtränd erl i~ ~tz 

---LlX•25.50m 

•150m) 
=100 m Expl izit ve-rzahnt 
= 50 m Cou = 01S 
• 25 m 

10 II 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 
Minuttn 

Tes t r e chnu ng Rinne III , zeitlic her Wasserspiegelver ­
lauf bei km 0,6, explizites Verfahren 

'

Testrechnung Rinne JII 

I ,.,u;,he, w, ..... , ....... "'". '"' km 
I I I I 

I 
I 

' . ._~ ,, 

0.6 

--- Charakter istikon mit votiindort. Nttz 
L>x. 25.50 m 

• 150 m Llt • 20s } 
= 100m = 15s Imp li zittos 

SO m • 7&. Vorfahren 
• 25m ' 3o5s 

•92+-- --:----- ------------------- i-

Abb. 20 

10 II 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 
M inut~n 

Tes tre c hnung Rinne II I , ze i tlicher Wasserspiegelver­
lauf bei km 0 , 6 , implizite s Verfahren 
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3o96 

l94 

3.92 

3.90 

3, 

0 

Abb . 21 

Dorer: Schwall- und Sunkberechnungen 

I Testrechnung Rinne III 

i zeitlicher Wasserspiegelverlauf für km 0,6 
i I I I I 

---O>amk1 .. i stiktn mit v"'änd"' l. N.tz Llx = 25 . 50m 

===Llt: ~:~:] 
-- - - ---- = 15 s Implizit .. v..rfahftn 
- ·- ·- ·- = 30 5 mit LIX =25m 
--·· - - ··-- = 60 • 

8 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 
Minut.n 

Testrechnung Rinne II I , zeitlicher Wasserspiegelver­
lauf bei km 0, 6, implizites Verfahren 

X = 150 m X = 100 m X = 50 m X = 25 m 
L'l t(s ) CPU(s) L'l t (s) CPU(s) 6t(s) CPU (s) M(s ) CPU(s) 

Char.veränd .Netz 'V45 5 , 59 'V2 7 , 5 10 , 98 'V 13 44, 44 'V6 141, 97 

Exp liz it Cou=0 , 9 'V20 4 , 01 'V 14 5 , 07 '\; 7 11 , 52 'V3 ,5 

Imp lizit 

Abb . 22 

5 

7,5 35 , 04 

10 9 , 87 10 15 , 8 1 10 

15 18,21 

20 7 , 46 20 

25 4 , 89 30 9 , 8 7 

35 4 , 7 1 

40 

45 3 , 95 

Testrechnung Rinne II , Zusammenstellung von Maschen­
weiten, Zeitschritt und CPU-Zeit für die einze l nen 
Rechenläufe 
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Dorer: Schwall- und Sunkberechnungen 

X = 150 m X = 100 m X = 50 m X = 25 m 
L\t(s) CPU(s) 6t (s) CPU (s) 6 t (s) CPU(s) 6 t( s) CPU(s) 

Char.veränd.Netz 'V45 25, 8 'V30 5 2 , 7 'V15 193, 6 'V7,5 789 ,1 

Explizit Cou=0, 9 'V20 8 ,0 'V14 15, 6 'V 7 4 7,0 rv3,5 162 , 8 

Impli z it 7 , 5 174,2 7,5 365 , 0 

10 2 77 , 8 

15 42 , 4 15 83 , 4 15 179 , 2 

20 21,5 20 6 7,1 

30 14,6 30 26 , 1 30 44 ,7 30 83 , 5 

45 10 ,3 45 14, 3 45 29, 7 

60 46 , 5 

60 7,3 60 13 , 3 

Abb. 23 Testrechnung Rinne III, Zusamme nstellung von Masche n­
we ite, Zeitschritt und CPU-Zeit für die e inzelnen 
Re c henläufe 

Um das Verhalte n vor allem des impliziten Verfahrens bei der An­
wendung in natürlichen Flüssen bei Ablauf von relativ kurzen 
Schwall- bzw. Sunkwellen zu überprüfen, wurden die bereits in 
den früheren Untersuchungen Dorer /7/ verwendeten Naturmessun ­
gen i n der Moselstauhaltung Koblenz nachgerechnet. Diese Me s­
sungen wurden von der Elektrizitäts-Ac tien-Gesellschaft vorm. 
w. Lahme y e r &Co., Frankfurt, im Auftrag der RWE im Oktobe r 19 57 
durchge f ührt , s i e he /28/. 

Nachge r e chne t wurde der Ve rsuch 2 vom 11. Oktobe r 19 57: Be i 

Q = 124 m3/s als Beharrungszustand (Anfangsbedingung) wurde 
durch Zuschalten we iterer Turb inen im Kraftwerk Koble nz /Mos e l 

der Abfluß i nnerhalb 20 min. auf Q = 425 m
3
/s erhöht, we itere 

30 min. a uf dieser Höhe belassen und dann durch Abschalte n aller 
Maschinen in 30 min. auf Null gedrosselt. Der an verschie dene n 
Stellen in der Mosel gemessene Sunkverlauf infolge die s e r Abfluß­
änderung ist in den Abb. 24 bis 31 aufgetragen. 

Das mathematische Modell erstreckte sich vom Oberwasser der 
Staustufe Koblenz bei Mosel-km 2.4 bis Mosel-km 19.8 und ent­
hielt bei einer Länge von 16,8km 57 Querprofile mit e i n em Pro ­
filabstand 6x = 300 m. 
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Dorer: Schwall- und Sunkberechnungen 

Als Querpro filwerte wurden bei den Verfa hren mit festem Netz 
(Charakteristiken, explizites und implizites Verfahren) Tabel­
len fü r die Flächen , die Wassers piegelbreite und das Reibungs­
glied bei verschiedenen Wasserständen verwendet. Die auf der 
Grundla ge der Anfangsbedingung rückgerechneten k-Werte (siehe 
Dorer /7/) wurd en für die Berechnungen beibehalten . 

Für die einzelnen Verfahren wurden folgende CPU-Zeiten benötigt: 

Verfahren 

Charakteristiken mit 
veränderlichem Netz 
(Querprofile digitalisiert) 

Explizit-Charakteristi­
ken m. festem Netz 
(Querprofile in Tabellen­
form) 

Explizit verzahnt 
(Querprofile in Tabellen­
form) 

implizit 

(Querprofile in Tabellen­

form) 

Zeitschritt ßt(s) 

100 

40 
(Cou=O, 9) 

40 
(Cou=O, 9) 

150 

200 

350 

500 

750 

1000 

1500 

2000 

CPU - Zeit (s) 

447 

126 

1 21 

1 1 3 

75 

54 

39 

32 

24 

22 

20 

Die Berechnungen zeigten im einzelnen folgende Ergebnisse: 

Mit dem impliziten Verfahren lassen sich bei einem Zeitschritt 
ßt = 150 s entsprechend einer Courant-Zahl Cou=3,5-4,0 Ergeb­
nisse in vergleichbarer Qualität erzielen, wie mit dem Charak­
teristikenverfahren mit veränderlichem Netz, das die Natur­
messungen gut simuliert, wobei nur etwa 1/4 der Rechenzeit 
benötigt wird. 

Die expliziten Verfahren sind deutlich schlechter als das im­
plizite Verfahren, unter den expliziten Verfahren ist das 
Charakteristike nverfahren mit festem Netz vorzuziehen. 
(Siehe Abb. 24 bis 27). 

Mit t .-Bl. d .BAW (1 979 ) Nr.45 57 



58 

Do rer: Schwall- und Sunkbere chnun gen 

WSplm•NN) 

6 5.3 Naturmessung km 2 • 430 I " I 

65 . ~ ~~"-h"'n,.,u T"l0'--~k01m.!.!__!2;,:•'-'4"'0"-0--f------+---+---+-----".--'-=::.;_/ _ _.---:-:;--"c:.·-::_· ! __ 
.......,....... ....- ·- ~ 

65.1t----t-----+---+---+-----L- / .. / ' - --·· · 
I ........ ---- / _../ .. _,. ...... J ......... A 

65.0 ~-- - ---- -- .----1--------t------"""-'--\:\ ' -------->->--' __ .. ,...~ ..,.- : 

gJ O 10"' 1100 1130 1100 1230 1300 1JJO 1400 Zt it 

WSp.(m•NNl 

I I 
I I 
! ,!_",..,. ................. . - .-

Naturmtssung km 4 • 120 
G ~3 km 4 • 200 BtrKhnung 

55.2+----1------+---+-- _...... --· 
65.1 ----- -==--~> ?--/~-· 
65.0 ""'\ -- --- - - - -- -::;_?~:.~_:_· f--~--,_,_ • .,.=-----,-~---+-11 -
60 \\_ -- ---- ------/t-::-;;o~"";:.;-;-"-~·+---------+---
64.8 "~ - f------~_...=:::--~ . - '-------,----+---

"~- ;;.-:.--~-/ 
114 .7 ~ ~~-" ;7~1"-------=-=-: 

~~ 1/.,f- I 

64 . 6+---+--~~""'·-+, -~-7T ------- r---r~----=_-...,1----,---+--
6B ~ -- -- - - -r----r--~ ---t---

64 .4+--.---.--1--..---r--+-.--..--+---r-.--+---r---r-~-r--.--+j-,.--..--+--..-...--+--.----.-.,..---i._ 
g JO 1000 11"' 12"' 1330 1400 Ztit 

Naturmtssung 
Olarakterist iken m it 
vl!<ände<lichem Netz 
Charakterist iken mit 
festem Netz 
Expl izites Vertahrtn 
lmpliz itts Verfahrtn 

Abb. 24 Tes trechnung Moselstauhaltung Koblenz, Ve r gleich ver ­
schiedener Verfahren , Wsp-Verlauf bei Mosel-km 2.40 
u nd 4 . 20 
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verändl!<lichem Netz 
Charakteristiktn mit 
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Abb. 25 Tes t rechnung Moselstauha ltung Koblenz, Vergleich ver­
schiedener Verfahren, Esp-Verlauf bei Mosel-km 5.70 
und 9 . 00 
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Abb . 2 6 Testrechnung Moselstauh altung Koblenz , Vergleich ver­
; schiedener Verfahren , Wsp - Verlauf bei Mosel-km 11.40 

und 15 . 00 
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Abb . 27 Testrechnung Mo s elstauhaltung Koblenz , Vergleich ver­
schiedener Verfahren, Wsp - Verlauf bei Mosel-km 15.90 
und 17. 10 
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WSplm • NNl 
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-- · --- 1500s Verfahren 
--- ··· --- 2000 5 

Abb . 28 Te s t r e ch nung Mos e lstauhaltung Koblenz , implizites 
Ve rfah r e n mit versch iedenen Zeitschritten , 
Ws p - Verlauf bei Mo sel-km 2. 40 und 4 . 20 
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--- ··· --- 2000 5 

1000 10 30 1100 11 30 1200 1230 1-p! 1330 1PJ Zeit 

Abb. 29 Testrechnung Moselstauhaltung Koblenz, implizites 
Verfahren mit verschiedenen Zeitschritten , 
Wsp- Verlauf bei Mosel-km 5 . 70 und 9 .00 
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Abb. 30 Testrechnung Moselstauhaltung Koblenz, implizites 
Verfahren mit verschiedenen Zeitschritten, 
Wsp-Verlauf bei Mosel -km 11.40 und 15.00 
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Abb . 31 Testrechnung Moselstauhaltung Koblenz, implizite s 
Verfahre n mit verschiedenen Zeitschritten, 
Wsp-Verlauf bei Mos e l-km 15 . 90 und 17.10 
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Bei dem impliziten Verfahren weichen die Ergebnisse mit 
Vergrößerung der Zeitschritte immer weiter von den Natur­
messungen ab. Bei den hier vorliegenden Sunkwellen soll­
ten Zeitschritte über ßt = 150 s bis ~t = 200 s nicht 
gewählt werden • (Siehe Abb. 28 bis 31) . 

Zusammenfassend kann festgestellt werden, daß bei der Berech­
nung von Schwall- und Sunkwellen verursacht durch den Betrieb 
von Schleusen bzw. Laufkraftwerken mit einem linearen impli­
ziten Differenzenverfahren bei entsprechender Wahl der Zeit­
schritte dem Charakteristikenverfahren mit veränderlichem Netz 
vergleichbare Ergebnisse erzielt werden können. 

6 . VEREINFACHTE VERFAHREN 

6.1 Y~E~~~~~~§§!~~~~-~~E-~E~~~~!~§~~!~~~E 

Bei langen flachen Wellen, wie z.B. Hochwasserwellen spielt die 
Trägheit des Wassers eine untergeordnete Rolle. Es liegt des­
halb nahe , in der dynamischen Gleichung (2) die Trägheitsglie­
der wegzulassen mit dem Ziel, eventuell einfachere und schnel­
lere Verfahren zu gewinnen. 

Durch das Streichen der Trägheitsglieder verändert sich der Cha­
rakter des Differentialgleichungssystems (1) und (2), das System 
wird parabolisch. Die numerische Integration des vereinfachten 
Gleichungssystems kann ebenfalls durch explizite oder implizite 
Differenzenverfahren erfolgen. Bei expliziten Verfahren gilt 
nach wie vor die Courant-Bedingung zur Sicherstellung der Rechen­
stabil ität (siehe z.B. Preissmann /22/). 

Im einzelnen werden zwei Vereinfachungen untersucht: 

Vernachlässigung der lokaler Beschleunigung av/at, 

av 
Vernachlässigung der gesamten TrägheitsgliederClvjat+vax 

Bei Streichung von ~~ ergibt sich die dynamische Gleichung (2) zu: 

yav ah vlvl ax • gax =- g k2R 0 413 (2a) 

In der impliziten Differenzengleichung (15), (16), (17) ergeben 
sich in (16) folgende geänderte Koeffizienten: 

0121·1 .21 = -~J.A • OG t:,x t:~'~ 
2g 2 '. ~/ ( 16a) 

0 121•1.4) = ~ CA • 0 G · !::, x /. :u_ \ 
2g 2 \ ~·'4J/ 

/~' I ( · X I 
I+ 
' . I 

' / 
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Bei Streichung der gesamten Trägheitsglieder 
ergibt sich die dynamische Gleichung (2) zu 

..Q.h=- ylyl ox k2R 0 4/3 

L 

(2b) 

In der impliziten Differenzengleichung (15), (16), (17) erge­
ben sich folgende dabei geänderte Koeffizienten: 

0!2i ·1 21 = OG ·6.x / _ ~ • _hL_ \ 
. 2 \ ~ ~~ 

XV !2i ·ll = -(DF - DG · V!il-DH ·V!i·ll•DKH!il 

·DL Hl i· ll] 6.2x -CB 
( 1 6b) 

0! 2i·1 .4l = 0Hi6.x(:*·~) ( .. ~-~\) 
'6.Y·~ ~~ 

Die Kontinuitätsgleichung (1) sowie die implizite Differenzen­
gleichung (14), (16), (17) bleiben in beiden Fällen unverändert. 

Für das in Abb. 32 dargeste llte gedachte Gerinne wurden mit den 
angegebenen Rand- und Anfang sbe dingungen Testrechnungen durchge­
führt mit dem vollständigen i mplizite n Ve rfahren und mit den bei­
den oben beschriebenen vereinfachten Verfahren. Als Maschenweite 
wurde ~x = 500 m und ~t = 100 s gewählt. 

~~--------------------L : 60km ------

km : 0 \0 
B :60m rx 

An Iengsbedingung Rand Links 

Qo ='50 rJJs t [sec J 0 1200 1800 2 200 2800 3600 7200 

H Rechts:4,0m Q t rJJs J 50 60 75 75 so 90 50 

Rand Rechts: H Rechts= konst . = 4,0m 

Abb. 32 Vereinfachte Ve r fahr en , Gerinne f ür d ie Te st­
rechnunge n 
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Bei den v e rsch i ede ne n Rec~enl~u f~~ werd e n f o l gende CPT-Zciten 
benötigt : 

vollst~ndig2 s i np lizites Ve r fRh r en 186 ,7 s 

Ve rnach l ä ssigung von 
;1 \' 

185,3 s 

rl \- .~ ' .' Ve r nachlä s si gu ng v o n + v 
? t "X 

1 90 , 0 s 

Testrechnung " Flood Routing" 

Zeitlicher Wasserspiege lverlauf für x = 0 (linker Rand) 

m 

A lmpliz1tes Verfah ren mit Llt:IOOs~ 

- -vollständige SV - Gleichu ng 

u2 s+-- --L----- - ·- ·-1 it) vernach l ässigt 

·· ······ ····· of- • V -M- vernachlässigt 

I I 
4.300,+---- ______ _._ __ - - ------r----

4.275 
... ;:.:. 

.; 
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. ./.; 
..... - - -----+-

/ 

4.250+---- . ·'/ 
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.;/ 
.. ; 
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.; 
. / 
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"-'"===----
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Abb . 33 Ver e infa c hte Ver~a~re~. Testrechnu~gen , zeitlicher 
Wa s s e rsp i egelverla·f am linken Rand 

Die Tes t r echnungen mit den ••ere in ~achter imp l iz iten Berechnunas­
ve r fahrcn e rbrachten f o l ge nde Ergebni sse : 

De r Prograrrunie rau fwa nd is f: bei den ve r e infachten Gleichungen 
etwa g l ei c h groß wie be i de n Ver fah r e n mit vollständi ge n 
Gle ichungen, 

die erfo r d e rl i che n CPU- Zeiten sind ebenfalls b e i den verein­
fach ten Ve r fahren p rak t i sch n i ch t ~!e ine r wi e bei den v o l ! ­
st~ndigen Ve rfah r en , 

die Rechene rgebnisse •·rei c hen me r k_ i c h von den m.i -c. den voll­
ständ ige n Verfahren e r zielten Er gebn issen a b. 
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Zusammenfassend kann fe stgest e llt wer den , daß bei Verwend ng von 
linearis i erten impliziten Differenzenverfahren die Anwendung ver­
einfachter Verfahren, die durc h Vernachläs s igung de r Trägheits­
glieder in der dynamischen Gleichung gewonnen werden, gegenüber 
den vollständigen Verfahren keine Vorte ile bringt. Siehe hierzu 
z.B. Preissmann /22/. 

7. INSTATIONÄRE ABFLÜSSE MIT "MITTENSTÖRUNG" 

Als "Mitte nstörung " wird bei einfachen Gerinnen ohne Verzweigung 
ein örtlich begrenzter seitlicher Zufluß oder Abfluß beze ichnet, 
hervorge rufen z.B. durch ein Kraf twerk , eine Schleuse, einen Ne­
benfluß etc •• Für die Berechnung einer so lchen "Mittenstörung" 
wird der Impulssatz für instationären Abfluß zus ammen mit der 
Kont i nuitätsg leichung verwendet. Siehe hierzu McLaughlin 
u. a. /21/. 

Abb. 34 

Ao 

L 

i i i i i 
q 

Abfluß mit "Mittenstörung", Bezeichnungen, Verlauf 
der Charakteristiken 

Für das Kontrollvolumen A - B in Abb. 34 wird die Kontinuitäts­
gleichung und der Impulssatz für instationären Abfluß angewendet: 

(28) 
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Daraus e rgeben sich folgende Differenzengleichungen: 

VB ·FB-VAFA 
ßx 

• LBB• ßA 1 (he+hA_hBo-hAo)=6U z i:IT 2 2 

FA· Fa (h s-hA) 
2 

L FA + Fe J (~.'l!L 
+ 2 2 k 2 R 0 A 4/3 + 

·t(vsz Fs- VAZ FA) 

+ l ~ tr(VA FA+ VB FB _ 

velvsl) 
k2Rae4t3 

VAo · FAo + VB o· Fso) _ 0 
2 -

( 30) 

( 31 ) 

Bei Ve rnachlässigung der Länge L, d.h. bei angenommenem punkt­
f örmigem seitlichen Zufluß vereinfachen sich die Gleichungen (30) 
und (31) zu: 

( 3 2) 

( 33) 

Die als Differenzengleichungen angeschriebenen Gleichungen (28) 
und (29) sowie (23) und (24) (Kompatibilitätsgleichungen) bilden 
ein System von vier nichtlinearen algebraischen Gleichungen zur 
Bestimmung der vier Unbekannten v (Geschwindigkeit) und h (Was­
serspiege l höhe) in den Querschnitten A und B. Die Auflösung die­
ses nichtlinearen Gleichungssystems erfolgt nach der Methode von 
Newton-Raphson. Das innerhalb dieses Verfahrens zu lösende line­
are Gleichungssystem wird nach Gauß-Jacobi gelöst. Siehe hierzu 
Carnahan u.a. /6/. 

Bei der Berechnung wird im einzelnen wie folgt vorgegangen: 

Es wird angenommen, daß die Zeit für die beiden Punkte A und 
B gleich ist : tA = tB. 

Wenn z.B. aus dem vorhergehenden Rechenschritt die Charakteri­
st ik ß (durch die Punkte Ao, Bo, R) bekannt ist, wird mittels 
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der Gleichung für die Rückwärtscharakteristi k (26) die Zeit 
tB = tA berechnet. 

Mittels der Gleichung für die Vorwärtscharakteristik (25) wer­
den solange d ie in Abb. 34 gestrichelt eingezeichneten Charak­
teristiken berechnet , bis die zwei dem Punkt A benachbarten 
Charakteristiken gefunden sind. 

Die Lage des Punktes L (in Abb. 34) wird sodann durch Inter­
polation auf der Charakteristik a zwischen den beiden be­
nachbarten Punkten 1 und 2 ermittelt. 

Mit dem Verfahren nach Newton-Raphson werden die Unbekannten 
vA, hA, vB, hB aus den Gleichungen (23), (24), (28), (29) 
berechnet. 

Mit den nun bekannten Werten in A und B werden die Ze it tA = 
tB sowie die Lage von L überprüft . Bei zu großen Abweichun­
gen zu den vorherigen Ergebnissen wird das Verfahren gegebe­
nenfalls wiederholt, bis die Werte tA = tB , xL, vA, hA, vB, 
hB mit der gewünschten Genauigke it berechnet sind. 

Bei Vernachläss igung der Länge L, d.h. bei der Annahme, daß e 
Profile A und B zusammenfallen ergibt sich mit den entsprechen­
den vereinfachten Gle ichungen (28) und (29) ein analoges Verfah­
ren. 

Rechts und links der "Mittenstörung" wird das bereits beschriebe­
ne Charakteristikenverfahren mi t veränderlichem Netz ve wendet. 

Bei dem impliziten Differenzenverfahren wurden zwei Methoden zur 
Berücksichtigung der Mittenstörung verwendet: 

Ein Verfahren analog demjenigen mit Charakteristiken mit ver­
änderl ichem Netz, mit dem Unterschied, daß hier geradlinige 
Charakteristiken in einem festen Netz verwendet werden. Die­
ses Verfahren hat den Nachteil, daß die COURANT-Bedingung ein­
gehalten werden muß und somit der Vorteil des impliziten Ver­
fahrens, nämlich Wahl großer Zeitschritte t.t wegfäl t. 

Berücksichtigung des seitlichen Zuflusses in den SV-Gleichun­
gen (4) und (5) . 

Die SV-Gleichungen mit seitlichem Zufluß q (m
3
/s) lauten: 

(4 

~.y9Y._.goh 9 vlvl ~ a t 0 X ax = - k 2 Ra 4/) - F ( 5) 
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In den Differenzengleichungen ( 14) , ( 15) , ( 16) , ( 17) ändern 
sich folgende Koeffizienten: 

XV I2il ~ XV12il • 
496 x 
8 1d. 811·ll 

Q 6 X 

(34) 

Für q• öx ergibt sich: 

X1ol 

q6x=J q(x)dx (35) 
XI 

Die Form des Gleichungssystems (18) wird dabei nicht verändert. 
Es kann nach wie vor mit der Prozedur BANDSOLVE gelöst werden. 

Bei der Vorbereitung des Baus der Ersatzschleuse Feudenheim im 
Zuge der Neckarkanalisierung wurden im Seitenkana l Ladenburg 
(siehe Abb. 35) Schwall- und Sunkmessungen durchgeführt (siehe 
/27/). Diese Messungen wurden mit den verschiedenen Verfahren 
nachgerechnet um die mathematischen Mode lle zu verifizieren und 
die Rechenverfahren untereinander zu vergleichen, (siehe Dorer 
und Lie /9/). 

Abb. 35 

Ladenburg 

Übersichtslageplan mit Lage der Meßstellen für die 
Schwallmessunge n im Seitenkanal Ladenburg/Neckar 

Mitt.-Bl.d.BAW (1 9 79) Nr . 45 
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Be i den am 07 . 06.1 970 durchgef ührten Schwallmessungen wurden 
mit den be stehende n Doppelschleusen sm·ri.e mit dem Kra -twerk die 
in Abb. 3 6 ange gebene n Abflußänderungen durchgeführ • Die an den 
e i nzelnen Meßpunk ten festgeste l lten Wasserspiege llage n sind in 
Abb . 37 dargestellt. 
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Abb . 36 Betriebsdiagr amm für Kraftwe r k und Schleu sen bei den 
Schwallmessungen am 0 7.06 .1 970 

Das ma thematische Modell erstreckte sich von der Einmündung des 
Sei tenkanals in den Neckar beim Wehr Ladenburg bis zu den Schleu­
sen bei Feudenheim über eine Länge v o n 5900 m. Als Masche nwe i t e 
öx wurden 50 m gewählt. 

Der f ü r das gan ze Modell einheitlich angenommene k-Wcrt wurde auf­
grund v on Rückrechnungen bei stationärem Kraftwerksbetrieb zu 
k = 45 festgelegt . 

Als Randbedingungen wurden an den Sc h l e usen Feudenheim sowie am 
Kra ftwe r k Ladenburg die in Abb . 36 a ngegebenen Abflüsse ve rwen­
det , am Wehr Ladenburg wurde konstante Wasserspiegelhöhe ange­
nommen. 

Für die Nachrechnung der Naturmessungen wurden vier verschiedene 
Reche ns c hemata verwendet: 

- Rec henschema 1 

- Rechenschema 2 

Charakteristikenverfahren mit verander lichem 
Netz, "Mittenstörung " nach Gleichungen (30 ) 
und (31) be r ücks ichtigt . 

Wie Schema 1 , aber mit den vereinfachten 
Gleichungen (32) und (33). (L = 0 in Abb. 34). 
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Dor e r : Schwall- un d Sunkbe r echnungen 

- Rechenschema 3 

- Rechenschema 4 

Implizites Differenzenverfahren, 
rung" durch Charakteristiken mi t 
berücksichtigt. 

Implizite s Differenzenverfahren, 
störung" in den Gr undgleichungen 

"Mittenstö­
festem Netz 

"Mitten-
( 4) u nd ( 5) • 

MIOr------r------,------,------,------,------r-----.------,------,------,------, 
loltßatelle l<reiawegbrücke Jlvnhe im 

~ llOO~----_.------~----~------~----~----~~----~----~------~----~----~ 
•O 
:z: 
~ ·~~r------~,-----.-,-----.------r------.------r-----.------,------.------.------, 

.. lo4eßatelle Krollwerk • 

11.20 j 

96.00 .__ ____ _._ ____ ~..__ ____ _._ ______ .__ ____ __._ ____ ___,J ______ _._ ____ __. ______ _,__ ____ ____.. ____ ___ 

g~00 o~-----,~5------J~o ----~,~5 ----~60------~7 5------~9o------~,o5------,•zo------,•J5------,5~o----~, 65 
Ze l t fmml 

Naturmessungen 

vom 1 6. 1970 

Ctlo rok teri s tike nverlahren 

A A A Berechnungsschema I 

o o o Berechnungsschema 2 

Jmpl1 zi tes Differenzenverfahren 

o o o Berechnungsschema 3 

0 o o Berechnungsschema ' 

Abb. 37 Gemessener und berechneter zeitlicher Wasserspiegel­
verlau f 

Die in Abb. 37 dargestellten mit den verschiedenen Rechenschema­
ta gewonnenen Wasserspiegelhöhen zeigen, daß mit dem Rechenschema 
4 (reines implizites Dif ferenzenverfahren) im Vergleich zum Re­
chenschema 1 (Charak t er istiken mit veränderlichem Netz) durchaus 
befriedigende Ergebniss e erzielt we r den können . 

zur Ermittlung des Einflusses der gep lanten Ersatzschleuse Feu­
denheim auf die Abflußverhäl tnisse im Seitenkanal Ladenburg, vor 
allem abe r zur Überprüfung, ob Kraftwerk und Schleusen auc h wei-
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terhin ihren Betrieb unabhängig voneinander gestalten können, 
wurden mit dem mathemati schen Modell und den Rechenschemata 1 
und 4 eine Reihe mög l icher Betriebsfälle durchgerechnet. 

-

I 

J 

v ~ 1\ c J --

I ! 

I i\ 
I 0 

I I I \ 
Er so tzschleuse Feudenheim T Fü /lkum 

.C:Sm 3/s für 

\ I 

'j l 

\ I 

l 

20 

0 100 200 JOO ~ 00 500 600 700 500 I ( J ) 

Abb. 38 Füllkurve für die Ersatzschleuse Feudenheim, max . 
Fülldurchf luß Q = 45 m3/s 

Ersatzschleuse Feudenheim I Neckar 
Schwall-und Sunkberechnung 

NN •m 
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j 

-4---96. r---- -~-· --
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9 

9 
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I I 
6. ! 9 

6o1 -

'" 9 
_;,. 

0 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 Sokundon 

lmpliziton- Charaktoris ti kon -
Vorfahron Vtrf ahrtn Profilzustand : 10 

o ·- ·- ·-Schlouso 
Q ····· ····· Kraftw ork 

Schlousung . Ersat zschlouso Q' 45m3 /s 
Kraftwork : 33 ml/s (stationär I 

X ----- Kroiswogbrücko 
o -- HW-Abschluß 

Abb. 39 Schwall- und Sunkberechnung Ersatzschleuse Feudenheim, 
Vergleich Charakteristikenverfahren impl izites Ve r­
fahre n, Füllen der Ersatzschle"f"e 
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Als Beispiel sind in d en Abb . 39 und 40 die Ergebnis se zweier 
Reche nläufe dargestellt, wobe i jeweils sowohl mi t Rechenschema 1 
(Charakteristike n mit veränderlichem Ne t z) als auch mit dem 
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Abb . 40 Sch~rlall- und Sunkberechnung Ersatzschl euse Feudenhei.rn, 
Ve r gle i ch Charakteristikenverfahren - implizites Ver­
fah r en, Lastaufnahme des Kraftwerks 

Rechensche ma 4 (implizi t es Verfahren) gerechne t wurde. 
In Abb . 39 ist der zeit li che Wasserspiegelverlauf bei Füllen d er 
Ersatzschle us e gemäß Abb. 38 und stationärem Kraftwerksbetrieb 
und in Abb . 40 bei Lastaufnahme d e s Kraftwerks ohne Schleusenbe ­
t rieb darges t e l lt. 

I nsge s amt zeigen die Berechnungsergebnisse die gute Ubereinstim­
mung zwi schen dem Charak t eristikenverfahren mit veränderliche m 
Netz und dem impliz iten Differ enzenve rfahr en . In Abb. 39 ist 
der Fall dargestell t, daß be im Charakteristikenverfahren die 
Charak t e ris tiken sich s chneiden und das h i er gewählte Programm 
die weitere Be r echnun g unterbricht, wogegen mi t dem impliziten 
Ve r fah r en ohne Schwierigkei t en wei t ergerechnet werden kann. 

Im Zuge de r P l anung eines be i Brernrn an der Mo s e l vorgesehenen 
Langzeitpump speicherwerks wurden Untersuchungen dur chgeführt so­
woh l im physikalis chen als auch im mathematischen Modell : 
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-Im physikalischen Modell im Maßstab 1:66 2/3, das sich von der 
Staus tufe St. Aldegund bis etwa Mosel-km 72,0 erstreckte, wurde 
das Entnahme-Rückgabebauwerk untersucht, (siehe Abb. 42). 

551,00 

Abb. 41 Langzeitpumpspeicherwerk Bremm: 
Übersichtslageplan Stauhaltung Fankel/Mosel 

Gleichzeitig wurden in diesem Modell auch verschiedene in­
stationäre Abflußvorgänge gefahren, die zur Verifizierung des 
mathematischen Modells herangezogen wurden. 

- Im mathematischen Modell, das sich über die gesamte Haltung 
Fankel erstreckte, wurde der zeitliche Verlauf von Wasserspie­
gelhöhe und Geschwindigkeit in der Stauhaltung sowie der zeit­
liche Verlauf des Abflusses am Wehr Fankel ermittelt, bei Be­
trieb des Pumpspeicherwerks (Anfahren Turbinen, Anfahren Pum­
pen, Übergang Pumpen-Turbinen etc.), um Unterlagen zu erhalten 
zur Beurteilung des Einflusses des Pumpspeicherwerks auf die 
Schiffahrt. 

Das mathematische Modell erstreckte sich von Mosel-km 59.7 bis 
78.0 . Zwischen Mosel-km 59.7 und 69.9 wurden Profilabstände von 
öx = 200 m gewählt, oberhalb Mosel-km 69.9 von öx = 100 m. 

Die Rückrechnung der k-Werte erfolgte zwischen der Staustufe 
Fankel und Mosel-km 73.0 aufgrund einer Wasserspiegelfixierung 

3 
in der Natur bei einem Beharrungsabfluß von Q = 83 m /s. Im Be-
reich des physikalischen Modells wurde eine Wasserspiegelmes-

sung im Modell bei Q = 145 m3/s verwendet. 

Folgende Randbedingungen wurden angenommen: 

Mitt.-Bl.d.BAW (1979) Nr.45 



"11 
I -" 

Dorer: Schwa ll - und Sunkber echnungen 
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Abb. 42 Langze itpumpspeiche rwerk Bremm: 
Entnahme- und Rückgabebauwerk 
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, Langzei tpumpspe ic he rwerk Bremm 

, Wsp - Höhen als Funktion der Zeit : Turb inenbetrieb 

Q Mosel = 25 ml/s 

Q Rückgabe= 120 m3/s 

-----
RecbmH'IQ ... 

Rec:hnu 
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60 - 120ml/s tn 0,5 Minu ten 
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0 

Abb. 4 3 

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 Minuten 

Langzeitpumpspeiche r wer k Bremm : Verifizierung des 
mathematischen Modells, Verg l eich d e r Was s e rspiegel ­
höhen 
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- An der Staustufe Fankel konstante Wasser spiegelhöhe auf 
Stauziel, 

- an der Staustufe St. Aldegund betriebsbe ding ter Zufluß von 
oben b zw . v = o, 

- am En t n a hme- und Rückgabebauwerk die sic h bei den ein zelnen 
Betriebs f ä llen ergebenden Abflüsse. 

A s Berec nungsverfahren wurde ein implizites D fferenzenve rfa h ­
ren verwendet . Die "Mittenstörung" wurde nach dem Rechenschema 
4 (s. o.} berücksichtigt. Die Zeitschritte ~t wurden zwischen 
30 s und 360 s angenommen und innerhalb eine s Rechenlaufs zur 
Ei sparu ng von Rechenze it jeweils den Abflußbedingungen ange­
paßt. 

Die Ergebnisse der Nachrechnung eines im physikalischen Modell 
gefahrenen Be tr i ebsfalls s ind in den Abb. 43 und 44 dar gestellt. 
Es ergab s ich eine zufriedenstellende Übereinstimmung zwischen 
Rec hnung und Messung. 

Modellversuche Langzeitpumpspeicherwerk Bremm M.1:66,66 

Geschwi ndigkeiten in der Fahrrinnenochse bei Auß-km74,1 und 75.0 als Funktion der Zeit 

gesteuertes Öffnen beim Turbinenbetr ieb 
Q Mosel :a 25 ml/s 

V(cm/s) 
Q Rückgabe:120 m3/s 

Steuerprogramm e 
Bauwerksform 3 

100 

90 
80 
70 

60 
50 

40 

km 74'100 Modellmessu 
-----------------------------Rechnung ng 

__ _,.0<"7"--

km 75,000 
____ ,__-..=-=-- - ----------Reh Modellmessung 

,-----*'---;:.:-_...-..-. e nung 

'"' 
7. 

~L8eginn des ?ffnungsvorgangs 
Ende des Offnungsvorgangs 

100 150 200 (Minuten) 

Abb. 44 Langzeitpumpspeicherwerk Bremm; Verifizierung des 
mathematischen Modells, Vergleich der Fließgeschwindig­
keiten 
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Langzeitpumpspeicherwerk BRE MM I Mosel 

V•r s uch 1: Übergang Turbinenbetri eb- Pumpen be tri eb 

1s' 7.s' s' 
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/s 

Abb. 45 
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Langzeitpumpspeicherwerk Bremm: Betriebsdiagramm für 
Übergang Turbinenbetrieb - Pumpenbetrieb 
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Abb. 46 

ZEIT IN MINUTEN 

Langzeitpumpspeicherwerk Brernrn: Übergang Turbinen­
betrieb - Purnpenbetrieb, zeitlicher Wasserspiegel ­
verlauf 
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Abb. 48 

ZEIT IN "I NUTEN 

Langzeitpumpspeicherwerk Bremm: Übergang Turbinen­
betrieb - Pumpenbetrieb, zeitlicher Geschwindig­
keitsverlauf 

10 100 110 200 260 ••o 
lEIT IN MI NU TEN 

Langzeitpumpspeicherwerk Bremm: Übergang Turbinen­
betrieb - Pumpenbetrieb, zeitlicher Abflußverlauf 
an der Staustufe Fankel 
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Dore r : Schwall- und Su n kbe r echnun gen 

Um den Einfluß des Be t riebs des Pumpspeicherwerks auf die Schiff­
fahrt beurteilen zu k önnen , wurden mit dem mathemat i schen Modell 
ver schiede n e vor gesehen e Bet r iebsfälle de s Pumpspei c herwerks si­
muliert . In den Abb . 46, 47 und 48 s i nd die Erge bnisse des in 
Abb. 45 dar gestellte n Betriebsfalls Ubergang Turbinenbetrie b -
Pumpenbetrieb dargestell t . 

A. INSTATIONÄRE ABFLUSSE BEI GERINNEVERZWEIGUNGEN 

Für d ie Berechnung von Gerinneverzwe igungen werden an den Kno­
tenpu nk t e n folgende weiteren Randbedingungen angenommen. (Sie ­
he Sevuk u.a. /24/): 

Die Wasserspiegel lie gen in den einzelnen Gerinnearmen a u f 
gle icher Höhe, 

- am Knotenp unkt herrscht Kontinuität , d.h. der Zufluß zum 
Knoten ist gleich dem Abfluß vom Knote n . 

Angewe ndet werde n f ür d ie Untersuchung des Abf l usses bei Gerin­
ne verzweigungen das Charakteristikenverfahren mi t veränderlichem 
Netz und das i mplizite Differenzenverf a hren . Hierbei wird das 
Charakteri stikenverfahren wie bereits fr üher erwähnt als sog. 
" Refe r e nzverfahren" benötigt zur Beur t eilung der Güte de s i m­
pl i z iten Verfahrens. 

+ N 

w 

-0 0 
1.. 1.. a. a. 

I' 

+ 
N 

w 

'g 
1.. 

a. 

;;:: 
0 ... 
a. 

B A •K• 
~--------------------~ ~-------------------------km(3,0) .._.. Profil ( E 1) km (6,6 ) 

Abb. 49 

km (0,0) 

km ( 6,7) 

e Profil ( 2 ) 

Profil ( 1 ) 

c 

Länge: 

CK : 3,0 km 

AK: 3,5km 
BK: 4,0 km 

"Flußverzweigung I", einfache Verzweigung 

km (10,7 ) 

Die Untersuchungen einer einfachen Gerinneverzweigung wurden an­
h a nd des in Abb. 49 dargestellten Beispie ls durchgeführt , das 
a us hor izon talen Gerinneabschnitten mit Rechteckque rschnitt be­
steht . 
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Als Randbedingungen werden angenommen: 

Rand A 

Rand B 

Rand C 

h = const. 

Störung h = h(t) 

Q = const. 

Im Verzweigungspunkt K gilt weiterhin: 

h (E 1) 

h(E2) 

Q (E 1) 

= h(E2 + 1) 

= h(E2 + 1) 

+ Q (E2) - Q (E2 + 1 ) = 0 

(36) 

(3 7) 

(38) 

8.1.1 Charakteristikenverfahren mit veränderlichem Netz 

Cl I 
Oj 

A XLL K XRR B 

Tk Oj 

c XNN K XRR B 

Abb. 50 Charakteristiken im Verzweigungspunkt K (siehe Abb. 49) -

Ausgangsgleichungen für das Charakteristikenverfahren sind die 
Gleichungen (23) bis (26), die für die einzelnen Gerinneabschnit­
te AK, BK und CK gelten. Die Unbekannten v und h im Knotenpunkt 
K werden unter Verwendung der Knotengleichungen (36) bis (38) in 
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ähnl icher ~'lei se ermittelt, wie bereits früher bei. der ''Mitten .... 
störung" beschr i e ben: 

-Ausgehend v on den bekannten Charakteris t iken a., ß. , yk wird 
l J 

vom bekannten Punkt RR auf ß. aus zunächst die Zeit TT 1 im Punkt 
J 

L=R=N berechnet mittels der Rückwärtscharakteristik ai+1 (sie­
he Abb. 50) o 

- Nachdem die in Abb. 50 gestrichelt eingezeichneten dem Punkt 
L=R=N jeweils benachbarten Charakteristiken bestimmt sind, 
werden die Punkte LL und NN auf den bekannten Charakteris tiken 
a i und yk dur ch Interpolation bestimmt. 

-Die Gleichungen (23 / 24 ) für die Charakteristiken ai+ 1 'ßj+1 , 

Yk+ 1 sowie die Kontinuitätsbedingung (38) für den Knoten K 

bi lden zusammen ein System von vier nichtlinearen Gleichungen 
f ür die vier Unbekannten hL = hR = hN ' vL, vR, vN, das mittels 

des Verfahrens von Newton-Raphson gelöst wird. 

Bei Anwendung des Charakteristikenverfahrens mit veränder lichem 
etz a uf mehrfac he Verzweigungen nimmt der Programmier- und Re­

chenaufwand derart zu, daß das Verfahren nicht mehr praktikabel 
ist . 

8. 1 .2 Implizites Differenzenverfahren 

In dem in Abb. 49 dargestellten Gerinnesystem sind bei insgesamt 
E3 Querprofilen E3-3 Intervalle vorhanden entsprechend (E3-3)+2 
Bestimmungsgleichungen für die 2+E3 Unbekannten . Die noch erfor­
derlichen restlichen 6 Gleichungen werden durch die 3 Randbedin­
gungen und die 3 Verträglichkeitsbedingungen (36), (37) und (38) 
am Verzweigu ngs punkt K gebildet. 

I n Abb. 51 i st die Anordnung der Matrixkoeffizienten aik darge­

stellt e Die Matrix stellt wie im Falle des einfachen Gerinnes 
ohne Verzweigung eine Bandmatrix dar, mit dem Unterschied, daß 
hier ein ige Matrixkoeffizienten weit außerhalb des Bandes liegen. 

Die Lösung erfolgt ähnlich wie im Falle des einfachen Gerinnes 
durch Umwandlung der Matrix in Abb. 51 in eine obere Dreiecksma­
trix mi t anschließender Bestimmung der Unbekannten h und v durch 
fortgesetzte Substitution rückwärts vom rechten unteren Eck der 
Matrix aus. Die außerhalb des Bandes liegenden Matrixkoeffizien­
t e n we rden be i der Transformation in eine ohne Dreiecksmatrix 
nach den von Kamphuis /14/ und /15/ angegebenen Methode berück­
sichtigt . 
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Abb. 51 Matrix für das Gerinnesystem in Abb. 49 
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Dorer: Schwall- und Sunkbe rechnungen 

Als Beispiel für eine Mehrfachverzweigung wurde für die in Abb.52 
dargestellte "Flußver zwe igung II" ein Rechenprogramm aufgestellt. 
Die schematische Darstellung der Anordnung der Matrixkoeffizien­
ten gibt Abb. 5 3. Diese Matrix wird nach dem gleichen Verfahren 
w' e bei der einfachen Gerinneverzweigung in die in Abb. 54 dar­
gestellte ohne Dreiecksmatrix umgeformt und dann durch fortge­
setzte Susti t ution r ückwärts gelöst. 

Bei dem hier angewendeten Verfahren zur Behandlung von Gerinne­
verzweigungen mit Verwendung einer Gesamtmatrix für das System 
und deren Transformation in eine obere Dreiecksmatrix nach 
Kamphu i s /1 4/ und / 15 / werden für spezielle Gerinnesysteme je­
weils gesonderte Einzelprogramme erstellt. Nach Kamphuis /15/ 
ist es jedoch mögl ich, ein Universalprogramm für beliebige Ge­
rinne systeme aufzustellen . 

~ 
'Ö ·o _, 
A 

Abb. 52 

.... 
a> 
0 

c;:; K 2 
'ln 
0 

"Flußverzweigung II" - Mehrfachverzweigung 

Einen anderen Weg zur Behandlung von Gerinnesystemen schlägt 
Schulze /23/ vor. Hier wird sofort ein generelles Programm für 
Gerinnesys teme aufgestellt. Für jeden Gerinnezweig werden durch 
ein Eliminationsverfahren alle Unbekannten bis auf diejenigen 
an den Zweigenden eliminiert. Zusammen mit den Knotengleichungen 
und Randbedingungen ergibt sich ein Gleichungssystem für die 
Unbekannten h und v bzw. Q an den Verzweigungspunkten. Nach Er­
mittlung dieser Werte können dann für jeden Zweig selbst die 
Unbekannten an den Intervallgrenzen durch fortgesetzte Substi­
tut i on berechnet werden. 
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Abb. 53 Matrix für die 11 Flußverzweigung II" in Abb. 52 
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, obere Dreiecksmatrix 
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Do rer: Schwa l l - und Sunkberechnungen 

8.3.1 "Flußve r zwe igung I" 

Für das in Abb." 49 dargestel lte Gerinnesystem ("Flußverzweigung 
I") werden folgende Abmessungen angenommen: 

Länge A-K 3,5 km 

B-K 4,0 km 

C-K 3,0 km 

Breite 60 m (Rech t e c kquerschnitt) 

Gefälle 0 % 

k-Wert 50 1/3/ m s 

Masche nweite ll x : 100 m 

3 
Als Anfangsbedingung wurde Q

0 
= 50 m /s von A nach C fließend 

gewählt bei einer Wassertiefe in A von 4,0 m. 

Testrechnung "Fiußverzweigung I" ________ _ 
m 

ze itlicher Wasserspiegelverlauf am Verzweigungspunkt 

4.05 

4 oo--

3 95 ----·- ------

--- 01arnktor ist iken m it voränderl. Netz 

3.90 

--.. -- 6t = 10 s} 
- - - ---- = 30 s Impl izites Verfahre n 
- -- = 60s 

I 

i 

3. ssL-~--.-----------,-----.-----------.---....----....----. 
0 10 15 20 25 30 35 40 45 SO 55 Minuten' 

Abb. 55 Testre chnung "Flußverzweigung I'', zeitlicher Was s er­
sp iegelve rlauf am Verzweigungspunkt, Vergleich 
Charakte ristikenverfahren - implizites Differenzen­
verfa hren 
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Folgende Randbedingungen werden angenommen: 

Rand A h = const = 4,00 m 

Rand 3 50 50 B Q (m /s) 0 0 

t (s) 0 300 1200 1500 

3 
Rand C Q = const = 50 m /s 

Die Berechnungen wurden durchgeführt mit dem Charakteristiken­
verfahren mit veränderlichem Netz und mit dem impliziten Diffe­
renzenverfahren mit Zeitschritten ~t = 10, 30 und 60 Sekunden. 

Der in Abb. 55 dargestellte zeitliche Verlauf der Wasserspiegel­
höhen zeigt, daß das implizite Differenzenverfahren bei ent­
sprechend klein gewählten Zeitschritten im Vergleich zum Charak­
teristikenverfahren durchaus brauchbare Ergebnisse liefert. In 
den Abb. 56 und 57 sind der zeitliche Verlauf von Wasserspiegel­
höhe und Geschwindigkeit an verschiedenen Stellen des Gerinnes 
aufgetragen bei ~ t = 10 s im impliziten Differenzenverfahren. 
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8.3 o2 "Flußverzweigung II" 

Für eine Testrechnung mit dem in Abb. 52 dargestellten Gerinne­
system, ( 11 Flußverzweigung II"), wurden folgende Abmessungen ange­
nommen: 

Länge A K1 

B K1 

K1 K2 

K2 K4 

K2 K3 

K3 K4 

K4 c 
K4 D 

Breite 

Gefälle 

k-Wert 

Maschenweite ll x 

Zeitschritt t, t 

2 ,o km 

1 , 5 km 

3,0 km 

1 1 5 km 

1 '0 km 

1 10 km 

2,0 km 

1 '5 km 

60 m (Rech t eckquerschni tt) 

0 % 

50 m1/3;s 

50 m 

1 5 s 

Als Anfang s bedingung wur de ein Abfluß von Q = 50 m
3

; s von A nach 
D gewählt bei einer Ausgangswassertiefe in A von 4,00 m. Hierbei 

gilt für Bund C jeweils Q = 0 m3;s. Bei der Bere chnung der 
stationären Wasserspiegellage n für den Anfangszustand wurde in 
der Stromspaltung K2 - K3 - K4 die Abflußverteilung so lange ge­
ändert, bis im Verzweigungspunkt K4 die Wassert iefen in den bei­
den Ger inneabschnitten K2 - K4 und K3 - K4 gleich groß sind. 
Siehe hierzu Dorer /8/. 

Folgende Randbedingungen wurden vorgegeben : 

Rand A Q = const 50 
3 

Qo = m /s 

Rand B Q 
3 

(m /s) 0 30 60 0 

Rand c t (s) 0 150 450 900 

Rand D h = const = 4,00 m 

In den Abb. 58 bis 61 ist der zeitliche Ver lauf von Wasser spie­
gelhöhe h und Geschwindigkeit v an einigen Punkten des Gerinne­
systems dargestellt. 
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