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AbteiluU:g II Seeschiffahrt 
/' 

Mitteilrung 1 

Ursprung und :Wirkung der langper~odischen Wellen .in den Häf~rt 
Sicherheitsmaßnahmen zum Schutze der Schiffe 

· Möglichkeiten, _die Wirkung abzuschwächen - Modellversuche 
';, 

Von -Dr. Walter Hanse n, , 

Oherrngieru;ngsr.at heim Deutschen Hydwgmp,h(schen Institut, Hambur-g 

Thema: ,,über ein V~rfahren zur nutnerisch'en Erm:ittlung von 
· Schwingungen mit langer Periode." ' 

Zus,ainmenf-assu:ng: 

Ausgehend von den hydrodynamischen: Differ,entialgleichungen wird ein ·verfahren· 

entwickelt, · das es gestattet, Schwingungsvorgänge · in ein-. und zweidimensionalen 
Meeresgebieten wie Rand- und Nebenmeeren, Buchten, Kanälen, Flußmündungen und 
Hafenanl(!gen numerisch, zu ermitteln. Im einzelnen wird dabei so verfahren, daß zu­
nächst aus den hydrodynamischen Diffmentialgleichungen e-in System von Differenzen­
gleichungen abgeleitet ,wird, das numerische· Werte der horizontalen und vertikalen 
Bewegungen liefert. Da 'die durchzuführenden Rechnungen selir . umfangreic)l sind, ist 

es zweckmäßig, diese Arbeiten rn'.it Hilfe schnellrnchnender Elektronenrechenmaschinen 
zu erledigen. Für winderzeugte • Wiasserstandsänderurigen, und Gezeiten hat sich das 
Verfahren be,währt. '. 

Im folgenden soll ein Problem behandelt werden, 'das-~ besonders im Hin­

blick auf d1ie Arbeiten ·der Technik ~ von gewissem Interesse i-st. Es ergibt ,sich 

i. B. die. Frnge, in welcher Art und W,eise und '_bis zu welchem Ausmaß Schwin_­

gungen, bestimmt durch AmpHtude u,nd Phase, v'on ·wasserbaulichen Maßnahm'.en. 

beeinflußt werden, wenn derartige Bauten die natürlichen •und '.geometrischen 

Proportionen des Meeres oder Flußgebietes verändern. 

Zur Beantwortung aller dieser Fragen ist es zweckmäßig, mit Hilfe der hydro­

dynamischen Gleichung~ri. numerische ·v,erfohren zu ,entwickeln, die quantitative 

Lösungen liefern. Die Ermittlung dieser Lö,sungen erfordert aber derart umfang­

reiche Berechnungen, daß eine elektroni,sche Rechenmaschine benutzt werden 

sollte. 
,Ausgehend von den h,ydrodynamischen Gleichungen, wird im folgenden ein 

System -von Differentialgleichungen entw.ickelt, das _dazu verwendet werden 

kann, Schwingungsvorgänge von Wassermwssen ih Buchten, Kanälen, Flüssen 

und Hafenbecken numerisch zu ermitteln. Das System läßt sowohl eine zwei­

wie eindimensionale Behandlungsweise zu. iDie nurnerischen Lösungen werden 

aus Differenzengleichungen erhalten, die aus dei;i Differentialgleichungen: ab-

geleitet ,werden. · 

Die hydrodynamischen Gleichungen . . 
Die hydrodynami,schen Gleichungen werden in folgender Form geschrieben: 

au ··au au au a2u · ai,: 
dt +uax + vay + waz -fv-vaz2-'-- v*Au+ gax =K1 

av av av av . a2v . · ai,: · · 
- + u- +v- + w- + fu-v--v·}Av + g-=K2 
dt ax cly az az2 . ay 

au+av +aw =O 
ax ay az 
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Da,s. Koordinatensystem wird mi,t x, y, z bezeichnet; t ist die Zeit-Koordinate;· 
die Komponenten der Geschwiindigkeit sind u, v, w, der Coriolisfaktor ist f; 
K 1 und K 2 sind Komponenten der äußeren Kräfte. g ist die füdbeschleunigung 
und s.die Höhe des gestörten Wasserspiegels. Die Gesamttiefe ist H = S + h, 
d. h. z = 0 ist die mittlere 0bertfläche und z = - h ist der Meeresboden. s ist 
eine Funk,tion von t, x, y und h ist nur eine Funktion von x und y. Zunächst 
werden die allgemeinen Gleichungen in z-Richtung vom Meeresboden zur Ober­
fläche integriert. Dadurch wird die Anzahl der Unbekannten reduziert, gleich­
zefüg wird dabei auf die Aussage .. von .Änderungen der Geschwindigkeit mit 
der Tiefe verzichtet. 

Die Integration in z-Richtung liefert: 
t t J audz = !___( /uctz )~uob · a~ 

-h at at _ at 

s , C J ( uau +vau + Wau) dz =', Wobuob -WnUB + /[ [(u2) + 33 (uv)]dz 
-h 3x . . cly clz -h X Y 

Indizes ob, B beziehen sich auf die Funktionswerte an der Oberfläche und auf 
dem Boden re.sp. 

(; 6 
a ;· 2 - / au2 2 a~ 2 ah 3x u dz - a;zdz+uob. ax + un . 3x 
-h -h 

a 6 6
auv d~ 3h 

a~/ uvdz =_/ aydz+u0 bvob • dy +unvB · cly 

An der Meeresoberfläche gilt foLgendes: 

a~ · a~ a~ 
Wob = 81; + U ob . clx + V ob . 3y 

· und auf dem Meer~sgrund 
ah ah 

W ß = UB : c)x + VB , c)y 

Wenn dte oben angeführten Relationen ang,ewandt werden, erhält man: · s s s . s 

/
(3u +uau +vau +w3u)ctz es=!___( J udz) +~ ( J u2ctz) + !___( J uvdz) _ 3t 3x 3y 3z clt .'.h , · 3x -h 3y -h 

Zur Verkürzung und Vereinfachung 
6 

wird eingeführt: 
6 judz = H,U 

-h 
/vctz = H•V 

-h 

Andererseits benutzen wir die Störungsausdrücke u', v' in folgender Art und 
Weise: · 

u = U(l +u') v = V(l +v') 
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Eine ähn1iche Gleichung erhält man für die. y-Richtung: 

s s 

/(
av 3v 3v av) 3 , 3 ( / ) 

. 3t +u3x + v 3Y +w3z dz = 3t(H- v)+ 3x UV(H+ u'v'dz) + 
~ . h 

6 

+ 3
3
y ( V~(H ~/ v'

2
dz)) 

Mit Hilfe dieser Gleichungen erhalten· wfr endlich 

s s 
aclt (HU)+ 3

3x( U2(H +_/ u'2dz})+ 3~(uv(H~/ u'v'dz))+ fHV-vuzob + vuzB + 

( 

+ gH
3

~ -v''HAU - v''/A(Uu')dz = H, K1 ax 

( ( 

~a (HV) + J(uv(H + f u'v'dz))+ 3
3 

( V2(H + / v'2dz))+fHU- vv206 + vv28 + 
ot uX -h Y _ . 

( 

+ gH
3

~ - v''HAV - v•,J Ll(Vv')dz = H·K2 
3y -h 

Die Kontinuitätsgleichung lautet: 

3~ + i_(HU) + .!.(HV) = 0 
at ax . 3y 

In diesen Gleichungen sind U, V, s und u', v' unbekannte Funktionen. U, V 

und s hängen nur von x, y, t ab; bevor diese Funktionen ausgewertet werden, 

ist es notwendig, u' und v' zu eliminieren. Das bedeutet, daß für diese Funk­

tionen zusätzliche Annahmen g,emacht werden müssen. Handelt es sich um die 

fümittlung von Schwingungen mit relativ langer Periode, ,dann weisen die 

Geschwindigkeiten mit der Tiefe nur geringe ·Änderungen auf und es können 

Potenz- oder logarithmische Gesetze verwendet werden. Sind dagegen die 

Wellen recht kurz, dann kann sich die Geschwindigkeit mit der Tiefe exponen­

tiell ändern. 

Zur Behandlung des ersten Falles sei eingeführt: 

damit wird erhalten: 

u = U(a+l)(zthr 

6 

f u'2dz=~ 
2a+ 1 

-h 

Im Meer variiert a zwischen 1/5 und 1/7. Das Ergebnis ist dann, daß diese 

Störungsglieder die Triefe H bis zu 3 0/o verändern können, so daß diese Beiträge 

normalerwei,se unwe,sentlich sind. Um ,einen höheren Genauigkeits.grad zu er­

reichen, können wir einen Faktor einführen, mit dem die Tiefe H zu multi0 

plizieren ist. In ähnlicher We1ise erhalten wi:r die entsprechenden Werte für v'. 
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1 

1 

1 

Es ist möglich, andere Voraussetzunger im Hinblick auf die verfiikale Yer,­
. teihing der Geschwindigkeit einzuführen, ,aber inne_rhalb dieser Mitteilung ,soll 
' diieses Problem nicht weiter behandelt werden .und wir beschränken uns auf die 

lang:per.iodischen Bewegungen, f\ir die die obigen Ansätze verwendbar sind. 
Nunmehr fossen wir alle Ausdrücke der ersten, Gleichung zusammen, die das 

u' oder v' enthalten und vereinigen diese mit dem Ausdruck für die Boden­
reibung VUzB und nennen dies R(x); dasselbe geschi"eht mit der zweiteq Gleichung, 
Dabeli erhalten wir: 

8 ( ) + 8 ( 2) , 8 ( + (xl+ H 8~ _ + 
8t HU , clx HU + ay HUV)-fHV R g 8x -H·K1 

1 

vuzob 

. aat (HV) + lx(HUV) + a8y(H~2
) + fHU + R(y) + gH~; = H. K2 +vv zob' 

Hier sind YUzob , YVzob die Kom,pon:enten für .den Tan,gentiaLschub auf die · 
Wasseroberfläche,. der etwa durch .den Wü1d verursacnt sein kann. Dieses 
System von Difforentialgleichungen erlaubt es; die. Änderung des Warsserspiegels 
tmd die Bewegung der Wassermassen zu berechnen, die durch äußere Einwir­

,kting,en entEiteh~n: durch Windschub oder· durch Hin- und Ausströmen über die 
G.renzlinie in ein Meeresgebiet, in ei.ne Flußmündung oder dergleichen. 

W,ie oben ,schon erwäh;tJ.t, kann ,ebenso wie die Tiefe z auch die Breite y durch 
Integration eliminiert werden. Zunächst müssen 'einige Abkürzunge'n erklärt 
w.erden. Die mittlere Stromlinie liegt in y = 0, die Breite ist daher b1 + b2 = B 

_ und hängt von der Zeit t und x ab. Der Querschnitt ist: 
i;, 

f Hdy = Q , der D,urchfluß . 
-b, , 

Aus 

b, .. 

jHUdy=D 
-b, 

,, ' 
H1 und H2 bedeuten die Tiefe in y = b1 bzw. y = -;-- b2 • H1 

8!1 und H 2 
8!2 sind 

immer 0, gl.eichgültig ob . ein rechteckige,s Becken oder aUgeme,in gestalteter ., 
Querschnitt betrachtet wird. · 

D H h + Y 'b '• h a( aH d hl' ßl'ch .h 1 . . a = ' ':, ergi. _t SlC . at = 3t Ull SC Ie 1 er a ten WU 

8Q _:J6

k~ _ 8Q . 3f . af 
at ---:-

62 
8t · Y" 3~ 8t - ~ 8t .. 

Eine andere Abkürzung ist 

U= u(l+u") V= v(i+v") 
u und V sind nur Punktionen von X und t. 

61 b1 , 

D = Q\l = J HUdy sowie / Hu"dy = 0 
-62 -62 • 
b1 • b1 

]HU2dy = (Q + J Hu"2dy)u2 
-62 -1, 2 · 
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M1t Hilfe dieser Formeln erhalten wir nach Integration• in y-Richtung 

-b2 ;;;;y ;;;;bt 

b1 b1 

8
8
t(Qu) + 8

8
x(Qu2

) -- fQv + j R(x)dy + gQ:~ = K1Q+ jvu20bdy 
-b2 -b2 

a~ a - · 
Bat+ ax(Qu) = 0 

Nach Subtraktion der Kontinuitätsgleichung wird die erste Gleichung, wenn 
noch durch Q dividie,rt wird: 

_ , _ b1 b1 

au -au a~ 2-J (x) _ 1 J . 
at + uax + gax + Q R dy - K1 + Q vuzob dy 

. -b2 -b, 

al; +2-~(QÜ) = o 
at B ax 

Bei dieser Formel ,setzen wir voraus, daß v verschwindet. 
A:usdrücke auf der rechten Seite der ,er,sten Gleichung sind gegebene Funk­

tionen, ,in unser.em besonderen Falle durch Gezeiten und ähnliche lange Wellen 
bedingte .Schwingungen in einem Flußmündungsgebiet. E>anach bleibt nur ein 

b1 

unbekannter Ausdruck, nämlich: ~ j R(x) dy 
-b, 

In Ubereins,timmung mit hydro- .und aerodynamischen Untersuchungen scheint 
es möglich zu ,sein, diesen Widerstand durch die Formel 

auszudrücken, wobei H = ~-

Diese Gleichung besagt, daß der Widerstand proportional der zweiten Potenz 
der mittleren Geschwindigkeit i,st. Von BeQbachtungen her wissen wir, daß r, 
ein dimensionsloser Faktor, gleich 2·4·10·3 ist. In jenen Teilen des Mündungs­
gebietes, die ,seicht ,sind und wo der Boden mit Riffeln bedeckt ist, kann dieser. 
Faldor zunehmen. Aber normalerweise ist der Einfluß auf den Wasserspiegel 
oder die Ströme durch wechselnde,s r relativ g,ering. Die endgültigen Gleichungen 
sind: 

wo die Querstriche weggelas,sen sind. iDa diese Gleichungen nicht linear und 
. Q und B vorgegebene Funktionen sind, ist es ziemlich ,schwierig, eine Lösung 
in g•eschlossener analytischer Form zu erhalten .. Aus diesen Gründen ,sehen wir 
von der Entwicklung einer solchen analytischen Lösung ab und ziehen es vor, 
auf direktem Wege zu einer numer,ischen Lösung zu kommen. Der erste Schritt 
dazu ist die Umformung des Sy1Stems der Differentialgleichungen in ein System 
von Differenzengleichungen. Die Umwandlurug in finite Differenzen erfolgt unter 
Benutzung der Beziehungen: 
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öF F((v+l)x)-F((v-c-l)x) 
ax 2x 

aF F({v + l)t)-F((v - l)t) 
at 2t 

E,slwerden die x- und die t-Achse in Abschnitte geteilt, wobei sich die unteren 
Indize,s auf die x-, die oberen a_uf (:lie t-Achse beziehen. 

Die Gleichungen haben dann folgende Form: 

U'211+ 1 = 82"+ 1 U211+1 - b2,,+ 1 (~
1

211 + 2 - ~'2,,) 

~,, 2,, + 2 = ~
1
211 + 2-, c," + 2 u' 211 + 3 + dz,, + 2 u' ,,, t- 1) 

Zur Abkürzung schreiben wir: 

M M · . 1 - H •r2,,+1IU211+1l-41A2,,+1(U211+J --U211-1) 2v+1 · ~+ 1 M Ü 
1 +, H • r2,1+1 ju211+ 1 1 + 41 Az,,+i(u211 + 3 - U211-1) 2,,+1' 

gM 1 
bz11 + 1 = -1- . At 

1 1 

+· At . . ) 
' 1+H· •r2,,+.1U2v+1 4l·A211+1(U2v+J-U211-I 

211 -r; 1 

Ausfi.ihrlicher geschr,ieben nimmt obige Gleichung dies~ Form an: 

u'1 

-d4U'a+·~"4+c4U15. 

U'5 

a1u1 - b1~1
2 

~'2 

b3~'2 + a3U3 b3~1
4 

~4 

P5~1
4 + 85U5 - b5~

1
6 

~o u~d u2N+1 g.ehen in'die erste 'und letzte ,Gleichu.~g als Randwerte e~n. Diese 
„SchrltH!ir-Schritt-Methode" gilt nur, wenn der Betrag der Eigenwerte dieses 
Syist.ems kleiner .. als 1"ist, Die entsprechende rDeterminante ist: 

A_:_a; b 

-AC , A-f , AC 

-b,A-a, b 

- AC , A - 1 , AC. 

-b,A-a, b 

-AC , A-1 
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Hier wird angenommen,. daß a, 1b, c, d Ko:hstanten sind; wie es in den fol­

genden Relationen aufgezeigt wird. Um ein Sy,stem von linearen Gleichungen 

zur Bestimmung der Eigenwerte zu erhalten, ist es notwendig, diese Verein-

fachungen einzu,führen. · 

Folgende Relationen werden benutzt: 

1 -klit a ~ 1 +klit 
gtit 

b =1(1 +klit) 

. . . lit 
C=d=-·H 

1 

Normalerweise· i-st k > 0. Die Aufgabe be,steht dar,in, durch Wahl von At zu 

erreichen,' daß die Beträge der ,Eigenwerte kleiner aLs 1 sind, Das geschieht in 

foigender Weise: Zwischen den .oben erwähnten Determiµ.anten besteht ein~ 
Beziehung, nämlith · · ' 

D2~ = (! - ),)D2u- [ + ~,bcD2u~ 2' 

D2u - 1 = ( a ), )D2u-' 2 +. AbcD2u - 3 

Nach :ßUrnination aller Ausdrücke mit ungeraden Indizes erhalten w1ir: 
l 

D 2u = ( (a '- A)( 1 ~ A) + 2),bc )D2u _ 2 - A2b2c2D2u _ 4 = A2u ~OS 2u 0 

und daraus ergibt sich schließlich: 

A2 +n[bc(l~cos20,,) + 1 ta]=~a 
·t· 0~ - (v + ½)rc 

m1 " - 2N 11.= o, 1, 2, .. 

Es ikann gezeigt werden, daß; wenn o < a < 1, was normalerweise der Fall,ist, 

1 A 1 < 1 für alle. Werte mit 

. 1 y· 2 . 
tit < ,;-· l 20 gilt. 

vgH -c?s ,, 

We:n_n diese Bedingung.,erfüllUst, sind wir sicher, daß die endgült,igen Werte 

unsere,s Problems nicht von den Ausgang,swerten abhängen. Andererseits ·werden 

sich kleine Rechenfehler nicht verstärken, ,sondern im Gegenteil abklingen. 

Danach ist es möglich, z. B. ·Gezeiten und Gezeitenströme und · entsprechend 

Wellen in Mündungsgebieten und Häfen zu ber,echnen .. Wenn diese 13erech­

'nungen ohne elektronische Rechenmaschinen du,rchgefüh,ft werden;"-muß die Zahl 

der Gi\t,ernetzpunkte klein ,sein, 
1 

,. , , 
. 1 . 

Das ges,childerte Verfahren ist bisher zur Ermittlung der Gezeiten und 

Gezeitenströrrie verwendet worden und hat praktisch brauchbare Er,gebni-sse 

geliefeJ1t. Daß ähnliche Wellen mit lahger Periode behandelt werden können,· 

scheint siicher. Für kürzer periodische Schwingungen muß die Tiefenabhängigke-it, 

,wfo oben angedeutet, berücksichtigt werden. · 
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