N

Deutsche Beitrégé zu,PIANC—S(;hifﬁéhrtskongr’esseri seit 1949 V ) IR L 1957—69

Abteilung IT — Seeschiffahrt

, ‘Mitteilung 1 ,

'Ursprung und Wirkung der lahgpcriodischen Wellen .in den Hifen

o Sicherheitsmafinahmen zum Schutze der Schiffe .
- Moglichkeiten, die Wirkung abzuschwichen — Modellversuche -
‘ 'Von Dr. Walter Hansen, , e
Oberreg‘ie_ruirngs,‘rta.‘t beim Deutschen Hydro;g,na.phfsch’en Institut, Hamburg

Thema: ,Uber ein Verfabren zur numerischen Ermittlung von

Schwingungen mit langer Periode.” ' '
Zusammenfassungi : S

Ausgehend von den hydrodynamischen Differentialgleichungen wird ein “Verfahren’
entwickelt, - das . es gestattet, Schwingungsvorgéngein ein- und zweidimensionalen
Meeresgebieten wie Rand- und Nebenmeeren, Buchten, Kanédlen, FluBmindungen und
Hafenanlagen numerisch, zu ermitteln, Im einzelnen ‘wird dabei so verfahren, dal zu-
néchst aus den hydrodynamischen Differentialgleichungen ein Systein von Differenzen-
gleichungen abgeleitet .wird, das numerische’ Werte der horizontalen und vertikalen -
Bewegungen. liefert, Da die durchzufiihrenden Rechinungen sehr umfangreich sind, ist
es zweckmaBig, diese Aibeiten mit Hilfe schnellrechnender Elektronenrechenmaschinen
zu . erledigen. Fiir winderzeugte 4Wasserlstandséinderurigen'und Gezeiten hat sich das

~Verfahren bewdhrt. : B . -

Im folgenden soll ein Problem behandelt werden, das —— besonders im Hin-
blidk auf die Arbeiten der Technik — von gewissem Interesse ist. Es ergibt sich
7. B. die, Frage, in welcher Art und Weise und’bis zu welchem AusmaB Schwin-
gungen, bestimmt durch Amplitude und Phase, von Wasserxbaﬁliche\n MaBnahmen .
beeinfluBt werden, wenn derartige Bauten die natiirlichen und geometrischen. '

. Proportionen des Meeres oder FluBgebietes verdndern. !

Zur Beantwortung aller dieser Fragen ist es zweckmdBig, mit Hilfe der hydro-
dynamischen Gleichungen numerische “Vierfahren zu entwickeln, die quantitative -
Losungen liefern. Die Ermittlung djeser Losungen erfordert aber derart umfang-
feiche Berechnungen, daf- eine elektronische Rechenmaschine benutzt werden

--gollte:

" Ausgehend voﬁ den hydrodynamischen Gleichungen, wird im folgenden ein '
System +von Differentialgleichungen entwickelt, das.dazu verwendet werden

* kann, Schwingungsvorgénge von Wassermassen ih Buchten, Kanélen, Fliissen

und Hafenbecken numerisch zu ermitteln. Das System 14Bt sowoh!l eine zwei-
wie eindimensionale Behandlungsweise zu. Die numerischen Ldsungen werden
aus Differenzengleichungen erhalten, die aus den _Differentialglyeichungen"’ ab- -
geleitet werden, = = . : ’

Die hydrodynamischen Gleichungen

" Die vhydrodynamiyschenr Gleichungeh‘werden in folgender Form geschrieben: ,
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Das Koordinatensystem wird mit x, y, z bezeichnet; t ist die Zeit-Koordinate;:
die Komponenten der Geschwindigkeit sind u, v, w, der Coriolisfaktor ist f;
K; und K, sind Komponenten der &uBeren Kréfte, g ist die Erdbeschleunigung
und (.die Hohe des gestérten Wasserspiegels. Die Gesamttiefe ist H — ¢ + n,
d. h. z = O ist die mittlere Oberflache und z = — h ist der Meeresboden, § ist
eine Funktion von t, X, v und h ist nur eine Funktion von x und v, Zunéichst
werden die allgemeinen Gleichungen in z-Richtung vom Meeresboden zur Ober-
flache integriert. Dadurch wird die Anzahl der Unbekannten reduziert, gleich-
zeitig wird dabei auf die Aussage, von Anderungen der Geschwindigkeit mit
der Tiefe verzichtet, ‘

Die Integration in z-Richtung liefert:

o ¢
du, 9 hle
! ?tdz -—v ﬁg/udz)ﬁuoh Tt .

¢ o ‘ ¢ .
du , du auy 4. _ d 3
_h/(u& ﬂ._va_fr + Wa—z) dz = wokuob — Wpup —I—_—h/[a—}z(uz) —l-@(uv)]dz

S

Indizes ob, B beziehen sich auf die Funktionswerte an der Oberflache und auf
dem Boden resp. :

ot g
0 [edg — [OW P98, 2 on
&}/uQZ—h/axdz+uob ot

¢ ¢ ‘
] ‘ _ [fouv dag oh
@/UVdZ ~h/ oy dz+uobvob.&§+,quB iy
An der Meeresoberfliche gilt folgendes:

(14 oL ag
Wob=ﬁ+uo_b-&+"ob~g§

" %h oh
WB:uB'ﬁ+VB 55‘,

Wenn die oben angefiihrten Relationen angewandt werden, erhélt man: g

¢ ¢ ¢ .
_L./@)—l: +u%+v%+w%>dz=%( /udz)—_{—sa;{( /u%z)—l—%(./Ude)

Th o i —h

Zur Verkiirzung und Vereinfachung wird eingefiihrt:
g ¢ .
/udz=H,-U 5 /'de‘:H-V
—h ’ —h ) !
Anlderer‘sevibs_benutzen wir die Stérungsausdrﬁcke w’, v’ in. folgender Art und
Weise: ) o
u="U(l~4u) , v=vV({-+v)

Das Ergebnis ist dann .
& Lo 9 ¢
u u du Juy . 2 ] ; 9 1o
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Eine &hnliche Gleichung erhdlt man fur die y-Richtung:

K
0x

¢ | .
/(%f“g—; + Vg_; Wi )dz — ) (vva [wvan) -+
' ) b

¢
vt/
. 2 2
+ E)y<V (H —th % dz))
Mit Hilfe dieser Gleichungen erhalten' wir endlich

' ’ ¢ ¢ '
2 mv) + o (o + h/ wdz) +§§(UV(H‘J£ / wv'dz) ) FHV Vit 4 o+

¢

—[—gH%}E{ — y*HAU — v’*h/A(Uu’)dz =H-K
4 ¢
i(HV) -+ 2 (UV(H + / u’v’dz))+ 2 (V2(H -+ v'2dz))+ fHU — v, vz +
ot ox 1 oy . zob zB T
) .
+ gngz;—— y*HAV — v”‘/A(Vv’)dz =H-Ky
—h ’
Die Kontinuitdtsgleichung lautet:
g, 2 9 _
5 T a5 HU) + @(HV) =0

In diesen Gleichungen sind U, V, £ und v’, V' unbekannte Funktionen. U, V
und ¢ héngen nur von X, v, t ab; bevor diese Funktionen ausgewertet werden,
ist es notwendig, v und v’ zu eliminieren. Das bedeutet, daB fir diese Funk-
tionen zusitzliche ‘Annahmen gemacht werden miissen. Handelt es sich um die
Ermittlung von Schwingungen mit relativ langer Periode, dann weisen die
Geschwindigkeiten mit der Tiefe nur geringe ‘Anderungen auf und es koénnen
Potenz- oder logarithmische Gesetze verwendet werden. Sind dagegen die
Wellen recht kurz, dann kann sich die Geschwindigkeit mit der Tiefe exponen-
tiell &ndern. L

Zur Behandlung des ersten Falles sei eingeflhrt:

u= v (2ER)"

damit wird erhalten:
. 4

. P =“2H :
hfu dz 5 1

Im Meer variiert o zwischen /5 und /7. Das Ergebnis ist dann, daB diese
Stérungsglieder die Tiefe H bis zu 3 °/s verdandern konnen, so daB diese Beitrége
normalerweise unwesentlich sind. Um einen hoheren Genauigkeitsgrad zu er-
reichen, kénnen wir einen Faktor einfilhren, mit dem die Tiefe H zu multi-
plizieren ist. In &hnlicher Weise erhalten wir die entsprechenden Werte fiir v'.
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‘ . Es ist’ moghch andere Vorauslsetzungen im Hlnbhck auf die vertl)kale Ver,
} o _ teilung der ‘Geschwindigkeit einzufiihren, aber 1nnerha1b dieser Mitteilung soll
" dieses Problem nicht weiter behandélt werden und wir beschrénken uns auf die
‘ ‘ langperlodlschen Bewegungen, fiir die die obigen Ansétze verwendbar sind. -

: , Nunmehr fassen wir alle Ausdriicke der ersten Gleichung ziisammen, die das

i " - . U oder v enthalten und vereinigen diese mit dem Ausdruck fir die Boden-
reibung vu,s und nennen dies R®); dasselbe geschleht mit der zweiten Gleichung:
Dabei erhalten wir: :

\, o ‘aat(HU)—]— (HU2)—|— (HUV)~fHV+RX)+gH8£_H K1+vu

(HV) + (HUV>+ (Hv2)+fHU+R‘Y’ +gH —H K2+vvzob .

H1er sind - vuzob s YWaob d1e Komponenten fiir den Tamgentlalschub auf tdle'
Wasseroberﬂache, der etwa durch .den Wmd verursacht sein -kann. Dieses
System von D1fferent1a1g1e1chungen erlaubt es, die-Anderung des Wasserspiegels
und die Bewegung der Wassermassen zu berechnen, die durch &uBere Einwir-
kungen entstehen: durch Windschub oder durch Ein- und Ausstrémen tiber die
. Grenzlinie in ein Meeresgeblet in eine FluBmiindung oder dergleichen.

Wie oben $chon erwidhnt, kann ebenso wie die Tlefe z auch die Breite y durch
Integration eliminiert werden. Zun#chst miissen "einige Abkiirzungen erklért
- werden. Die mittlere Stromlinie legt in y = 0, die Breite ist daher by -+ b2 = B
_und hangt von der Ze1t t und x ab Der Querschnltt ist: ;

by,

/ de =Q@ , der Durchfluﬁ . / HUdy =
—b, : i  —b,

’

Aus der ersten Gleichung folgt

. Q P by 3,
) mw +H‘at+H2at
. b2
H und H, bedeuten die Tiefe in'y = b, bzw, y = ——b2 H1 ot und H, 2 sind

immer 0, glelcthultlg ob e1n rechteck1ge»s Becken oder allgemem gestalteter N
Querschnitt betraditet wird. ' !

DaH =h + ¢ ergibt sich gf E)B—I;I— und schlieﬁli‘ch erhalten wir
‘f, P o acd 9Q 9f ac

B Ja T e B g,
b, | ‘

Eine andere Abkl‘i‘rzun.g ist s

U=ull+u) , V=vi+v

u und v sind nur Funktionen von x und £ .
by o "
' D == / HUdy - sowie / Hu”dy =0
/ N . _bz . _bg

-

L S ’ /HU2dy—(Q~};/Hu"2GY)u2

—b, by
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1

M1t Hilfe dieser Formeln erhalten wir nach Integration-in y- R1chtung

—by =y =by

@0 + (@0 - QY + / Rdy -+ gQ~-K1Q+ / v, dy
—bz —bg

+ (Q )=10

Nach Subtraktion der Kontinuitatsglelchun»g wird die erste Gleichung, wenn
noch durch Q dividiert wird:

\

au —3u

ou (X)
5 us —|—Q/R dy = K1+—/vu?0bdy

BC
B aX(Q u) =0
Bei dieser Formel setzen wir voraus, daB v verschwindet.
Ausdriicke auf der rechten Seite der ersten Gleichung sind gegebene Funk-
tionen, in unserem besonderen Falle durch Gezeiten und &hnliche lange Wellen
. bedingte Schwingungen in einem Fluﬁmundungsgebwt ]Danach bleibt nur ein
by

‘unbekannter Ausdruck, ndmlich: & / rMdy

b, :
In Uberemsinmmung mit hydro- und aerodynamischen Untersuchungen scheint
es moglich zu sein, diesen Wlderstand durch die Formel

I/R(X)d rujulB =ruLul
Q, Q B

auszudriicken, wobei H = 139

D1ese Gleichung besagt daB der Widerstand proportional der zweiten Potenz
der mittleren Geschwindigkeit ist. Von Beobachtungen her wissen wir, da} r,
ein dimensionsloser Faktor, gleich 2:4-10-% ist. In jenen Teilen des Miindungs-
gebietes, die seicht sind und wo der Boden mit Riffeln bededkt ist, kann dieser.
Faktor zunehmen, Aber normalerweise ist der Einfluff auf den Wasserspiegel
oder die Stréme durch wechselndes r relativ gering. Die endgtltigen Gleichungen

sind:
au du at ujul
at+uax Ex TPy 0
9%
ot B ax(Qu) =0

wo die Querstriche weggelassen sind. Da diese Gleichungen nicht linear und
.Q und B vorgegebene Funktionen sind, ist es ziemlich schwierig, eine Losung
in geschlossener analytischer Form zu erhalten. Aus diesen Griinden sehen wir
von der Entwicklung eéiner solchen analytischen Lésung ab und ziehen es vor,
auf direktem Wege zu einer numerischen Losung zu kommen. Der erste Schritt
dazu ist die Umformung des Systems der Differentialgleichungen in ein System
von Differenzengleichungen. Die Umwandlung in finite Differenzen erfolgt unter
Benutzung der Beziehungen: ’
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N

P F(( X)~F(v—1 )
0X . C 2% L

9F F( 1ﬁ)4;F(U — 1)t)
ﬁ» R

Esiwerden die x- und die t-Achse in Abschnitte geteilt, wobeéi sich die un'terén
" Indizes auf ‘die x-, die oberen auf die t-Achse beziehen.
Die Gléichungen haben dann folgende Form:
A . H uIZv-I—l =841 uzv'—}-l - bZaHI- 1 (C12v’+ 27 CI'Zaz )

C"21,_|_2 c24}—|—2 21}+2u2w—|—3+d2v+2uw+1)

\

- Zur Abkiirzung schreiben wir:

’ oAb ML
" A—m'rz“*"uz”ﬂ"ll_ﬁ%%ﬂ(uzw—m Uy )
Ay 41 = : : :
At : ‘ At , , :
T, Hyp1 r21’+1|g2”+1 |+ﬁ‘lzan+1(uzy+3 —Uyg)
: e 2y+1__1— 1 "At‘ r u _}\_At;\ - )
. : . o / ‘+H2v-|—/1 za_,_|_’1| zy+1l 41,2y+,(u2,,_|_3h uz«:-@)
' At Qg g UM Qg
Cot2T T — d2v+2 o1 S

Bow 42 v B2w-|-2

Ausfuhrhcher geschmeben nimnt obige Glelchung dlese Form an:

uy. o ) = a1u1—~b1C’2
, »—~d2u'1‘|—&§"'2’-|— cou's o = S <
. . ‘uy o L= b3l’a - agug - byt
/ , —d4u3—|—{;”4—f—c4u5‘= IR
uy o= ‘ b3ty +35U5—b5€6

. - NNt Ny = P — - '_CZNuzN—I—I

- ¢, und u2N ’ gehen in d1e erste und letzte Glelchung als Randwerte ein. Dlese

\‘ ’,,Schntt-fur-chhntt Methode” gilt nur, wenn der Betrag der Elgenwertc d1eses
Systems klemer als 1 1st Die entsprechende Determlnante ist:

k——a, b o ' ' . . ’ ,
—X ,A—1 R ~
—b, k—a, b-
—Ac , A—1, ¢ .
—b,A—a, b
—Ac , A—1

= Dy
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Hier w1rd angenommen, daB a |b < .d Konstanten smd wie es in den fol-
genden Relationen aufgezeigt wird. Um ein System von. linearen Gleichungen

zur Bestimmung der ‘Eigenwerte zZu erhalten, ist es notwendlg, dlese Verein-
- fachungen: elnzufuhren ; v

Folgende Relatlonen werden benutzt

bk gAt
1 kAt SR (—]—kAt) n

Normalerweise ist k > 0. Die Aufgabe besteht darin, durch Wahl von At zu
erreichen, daB die Betrdgeé der ,Elgenwerte kleiner als 1 sind. Das’ geschleht in

~ folgender’ Weise: Zwischen den .oben erwahnten Determlnanten besteht eine -
Beziehiung, nimlich : '

A ’
a c:d=Tt}H

= (1 —2)Dy, _ =+ MbeDy,

D2u 1:(3' A )Dgy iyt AbeDy, 4

Nach Elimination aller Ausdriicke mit ungeraden Indizes erhalten wir:
1 . ¢ . A . . :

= ((a - }‘)(l _ 7‘) _l_ ?;Ybé)bhl —‘2 - kaQCzDZu —4= A% 903 2u®

‘ > und ‘daréus ergibt sich ‘schli‘eﬁl'ichl:

A2 -2 [bc(l —c0s20,) + 1 —[2—‘a;|: —a.

. mitAﬁw%M L, v =10,1,2
Es kann gezelgt Werden, daB, wenn o <a\ 1, was normalerwelse der Fall 1st
\l[<1 fiir alle. Werte mlt B ~

. ; 5 .
At < '[/gH V _'r——COS—QE')— gllt.

“Wenn diese Bedlngung erfiillt-ist, sind wir sicher, daB-die endgultugen Werte
. unseres Problems nicht von den Ausgangswerten. abhéngen. Andererseits werden
sich kleine Rechenfehler nicht verstdrken, sondern im Gegenteil abklingen.
Danach ist es mdglich, z. B. Gezeiten und Gezeitenstrome und "entsprechend
. Wellen in Mundungsgebleten und Héfen zu berechnen. Wenn' diese Berech-:
‘nungen ohne elektromsche Rechenmaschinen durchgefuhrt werden;* muB die Zahl
der ¢ G1tternetzpunkte klein sein. PR ;

Das geschilderte . Verfahren ist bisher - zur Erm1tt1ung der ‘Gezeiten und’
Gezeitenstrome verwendet’ worden und bhat prakt1sch brauchbare Ergebnisse
 geliefert, Dal &hnliche Wellen mit langer Periode behandelt werden konnen,-
scheint sicher. Fiir kiirzer periodische Schwmgungen mub die Tlefenabhanglgkelt
wie oben angedeutet, berucksmhtlgt werden, ) .
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